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Einleitung. 

In seiner beriihinten Abhandlung: „Disquisitiones generales 
circa superficies curvas" definiert Gauss als „Curvatnra Integra^ 
eines endKchen durchweg positiv oder negativ gekrummten Flachen- 
stiickes den Inhalt seines spharischen Bildes, d. h. den Inhalt der 
Flache, welche die durch den Mittelpunkt einer Kugel vom Radius 
1 gezogenen Parallelen zu den Flachennormalen auf der Kugel- 
oberflache ausschneiden. Die Totalkriimmung eines beliebigen end- 
lichen Flachenstiickes erhalt man, indem man die Flache in Teile 
zerlegt, die sich einzeln eineindeutig auf die Kugel abbilden, und 
dann die algebraische Summe iiber die Kriimmung der einzelnen 
Teile bildet, die man positiv oder negativ rechnet, je nachdem das 
Kriimmungsmass ihrer Punkte positiv oder negativ ist. Der ana- 
lytische Ausdruck fiir die Totalkriimmung C ist: 

C=fh'do, 

wo Jc das bekannte Gauss' sche Kriimmungsmass undc2<? das 
Flachenelement bedeutet, und das Integral zu erstrecken ist iiber 
den Bereich, dessen Curvatura integra bestimmt werden soli. Ist 
die Flachengleichung gegeben in der Form ^ ^= z {^iV)) so ist das 
Kriimmungsmass Tc: 

z • z — ^ 

wo die Indices Ableitungen nach dem betreffenden Koordinaten be- 
zeichnen, also: 

bz bz 

^^ ~ dx ' ^' ~ dy ' 

S^z d^z S^z 

^" "■ e»»" ' ^-^ "" dxdy ' ^'^ "■ ep 

Im Art. 6 der citierten Abhandlung verspricht Gauss, bei 
einer anderen Gelegenheit auf ;,die weitere Erorterung dieses 



Gegenstandes, der die allgemeinste Auffassnng von Fignren be- 
trifft," einzugehen. Leider hat er sein Versprechen nicht gehalten. 
Wie wir spater sehen werden, fiihrt die Untersuchung der Curva- 
turaintegra geschlossener Flachen, die wir fernerhin allein be- 
trachten, direkt anf deren Znsammenhangsverhaltnisse. Diese 
Beziehong zwischen Znsammenhang nnd Totalkriiinmnng ist auf- 
gedeckt worden von Earonecker^) und Dyck*). Es gilt namlich 
die Gleichung C = (1 — p) iir, wo p das Geschlecht der gescMosse- 
nen Flache bedeutet. Es schien mir aber der Miihe wert zn sein, 
eine neue, iibrigens ohne Kenntnis des Kronecker-Dyck'schen Re- 
sultates gefundene Ableitnng dieses Satzes zu geben. Die hier- 
zu benutzte Methode giebt uns dann Gelegenheit, den BegrifF der 
Kriimmnng auszudehnen aof Pnnkte, in denen das G-anss'sche 
Krfimmungsmass nnendlieh wird, und damit den obigen Satz zn 
erweitern auf nicht singularitatenfreie Flachen. 

Wegen der Analogic mit den Flachen wollen wir in einem 
ersten Capitel zunachst die „Curvatura integra" ge- 
schlossener Curven und deren ;, vollkommen stetige^ 
Deformation en behandeln. 

In einem zweiten Capitel werden wir den oben angefiihrten 
Satz ableiten und erweitern. Hierzu benutzen wir die „Aequi- 
valentkriimmung". Daran kniipft sich eine Anwendung 
unserer Resultate auf Po lye der, wo sie identisch werden mit 
dem bekannten Euler'schen Satz und seinen verschiedenen Er- 
weiterungen. In einem dritten Capitel werden wir die Resultate 
ausdehnen auf einseitige Flachen und im Anschluss daran die 
Frage discutieren: Haben die inbezug auf die Zahl ihrer 
nicht zerstiickenden Riickkehrschnitte moglichen 
verschiedenen Flachen alle singularitatenfreie Re- 
prasentanten? Wir finden, dass diese Frage bejahend zu be- 
antworten ist. Speciell ergiebt sich hieraus eine 
Flache, die singularit atenfr ei, ganz im Endli.chen 
gelegen und geschlossen und im Sinne der Analysis 
situs identisch ist mit der projekliven Ebene. 

Wegen der einschlagigen Litteratur verweisen wir auf die 
citierte Abhandlung von Dyck, wo dieselbe in voUstandiger und 
ausserordentlich iibersichtlicher Weise zusammengestellt ist. 



1) Eronecker, Ueber Systeme von Funktionen mehrer Variabeln. Berl. 
Monatsberichte. August 1869. pg. 688 ff. 

2) Dyck, Analisis situs I. Math. Annaleu, Bd. 82, 1888. 

Auf diese ausserordentlich inhaltreiche Abhandlung werden wir h&ufig zu 
verweisen haben. 



Capitel I. 

Ueber die Curvatura Integra von Curven und ihre 
„vollkomnien stetigen" Deformationen. 

Die im Folgenden betrachteten Curven sollen immer die Vor- 

aussetznngen erfiillen: „Sie sollen selbst stetig sein. Ihre ersten 

doc dti 

Differentialquotienten -^ nnd -^ sollen stetige Funktionen der 

Bogenlange und die Erummung soil abteilungsweise stetig und 
iiberall endlich sein und an den Sprungstellen zwei endliche Grrenz- 
werte haben." Curven dieser Art erhalten wir, wenn wir Kreis- 
bogen mit verschiedenem Radius so zusammensetzen, dass sie an 
den Vereinigungspunkten gleiche Tangenten haben. Die obigen 
Voraussetzungen bezeichnen wir in ihrer Gresamtheit mit »Vor- 
aussetung -4." 

Die Eriimmung k einer Curve in einem bestimmten Fnnkte ist : 



h = 



(-(S)) 



I 



Die Totalkrummung, Curvatura Integra oder Amplitude G 
einer Curve c ist: 



'=r*'/FW 



wo das Integral zn erstrecken ist fiber die Carve, deren Total- 

1* 



kriimmung bestimmt werden soil, and deren Bogenelement mit ds 
bezeichnet ist. Das Integral hat stets einen Sinn, wenn die Curve 
y = f(x) innerhalb des betrachteten Intervalles die Voraussetzung 
A erfuUt. 

Die geometrische Bedeutnng der Totalkriimmung eines Curven- 
stiickes ohne Wendepxinkte ist, wie hinreichend bekannt, die 
folgende; Durch den Mittelpunkteines Kreises vom Radius 1 ziehen 
wir Parallele zu den Normalen oder Tangenten des Curvenstiickes 
Die Schnitte dieser mit der Kreisperipherie erfiillen einen Bogen, 
dessen Lange die Totalkriimmung des Curvenstiickes ist. Bei 
einem Curvenstiick, dessen Bild die Kreisperipherie mehrfach iiber- 
deckt, definieren wir die Totalkriimmung als den absoluten Betrag 
der algebraischen Summe der einzelnen einfachen Bedeckungen, 
wobei ein Stiick positiv oder negativ gerechnet wird, je nachdem 
es beim stetigen Durchlaufen der Curve von dem Bildpunkt in dem 
einen oder anderen Sinne durchlaufen wird. Wir rechnen die 
Totalkriimmung einer geschlossenen Curve also stets positiv. Ver- 
schiedene Vorzeichen brauchen hier nur dann beriicksichtigt zu 
werden, wenn man Stiicke derselben Curve miteinander vergleicht. 
Hier giebt also das Vorzeichen der Kriimmung bios eine Lagen- 
eigenschaft der Curventeile zueinander zum Unterschiede von 
den Flachen, wo das Vorzeichen der Kriimmung eine inn ere 
Eigenschaft der Flache giebt. 

Wir betrachten im Folgenden nur die Totalkriimmung von 
geschlossenen Curven. Dieselben diirfen beliebig viele Doppel- 
punkte haben, wenn nur der Zusammenhang der Zweige in ihnen 
bestimmt ist. Treten Selbstberiihrungspunkte auf, so ist immer 
zu markieren, auf welchem Aste wir beim Durchschreiten solcher 
Punkte weiterzugehen haben. 

Durchlaufen wir nun die Curve in einem bestimmten Sinne 
und mit einer bestimmten Normalenrichtung, so miissen wir schliess- 
lich mit derselben Normalenrichtung wieder an den Ausgangs- 
punkt zuriickkehren. Dies folgt, wie wir hier nicht weiter er- 
ortern wollen, daraus, dass jeder Doppelpunkt zweimal durch- 
laufen, also im Ganzen eine gerade Zahl von Doppelpunkten iiber- 
schritten wird. Markieren wir nun alle Punkte, die sich auf 
einen bestimmten Punkt des Kreises abbilden, sagen wir etwa alle 
Maxima und Minima, die sich auf den Nordpol N des Kreises ab- 
bilden, so behaupten wir : Wenn wir die Curve stetig durchlaufen 
und beim Ueberschreiten eines dieser Maxima der Bildpunkt sich 
im Sinne des Uhrzeigers bewegt, so bewegt er sich beim Ueber- 
schreiten aller dieser Maxima im Sinne des Uhrzeigers, beim Ueber- 



schreiten der Minima im entgegensetzten. (s. Fig. 1). Ware das 
namUch nicht der Fall, so liessen sich stets geschlossene Curven 
bilden, bei deren Umlaufen sich die Normale umkehrte. (Vergl. 
die punktierten Linien in der Figur). 

Die Totalkriimnmng C ist gegeben durch: 



-/ 




k ds 
,dy 

dx 
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= (<»-Ctol,(|)) 



dx 



wo a der Winkel der Tangente mit der Z-Achse ist. Urn den 
richtigen Wert von C zu bekommen, miissen wir c in einzelne 
Teile zerlegen und den Wert von a am Ende jedes Teiles vom 
Anfangswerte subtrahieren und die Summe dieser Differenzen 
bilden. Durch genaueres Verfolgen dieser Teilung, wie auch un- 
mittelbar aus der Anschaanng findet man: 

Die Totalkriimmung ist gleich dem absoluten 
Betrage der Differenz aus der Anzahl vonMalen, die 
wir einen bestimmten Punkt des Kreises in dem 
einen und in dem anderenSinne iiberschreiten, multi- 
pliciert mit 2jr. 

Oder wenn wir den Nordpol als den betrefFenden Punkt 
wahlen : 

Die Totalkriimmung ist gleich der Anzahl der 
Maxima vermindert um die Anzahl der Minima mit 
gleicher Normalenrichtung, multipliciert mit 27C, wo 
man den erhaltenen Ausdruck mit positivem Zeichen versieht. 

Bezeichnen wir die Anzahl der Maxima mit Normalen paral- 
lel der positiven Z-Achse vermehrt um die Zahl der Minima mit 
Normalen parallel der negativen Z-Achse mit Jf, die Anzahl der 
librigen Maxima und Minima mit N^ so ist die Totalkriimmung: 

C = |(ilf-JV)|.jr. 

M ist die Zahl der Extreme, die inbezug auf ihre Normalen con- 
vex, N die derer, welche inbezug auf die Normalen concav sind. 
(siehe Fig. 2). 

Zwei ebene geschlossene Curven konnen immer stetig, d. h. 



ohne zu zerreissen auf einander deformiert werden. Wir unter- 
werfen die Curvendeformation nun noch weitergehenden Be- 
dingungen. Wir verlangen, dass die sich andernde Curve in jedem 
AugenbKck die Voraussetzung A erfiille. Die Kriimmung soil 
ferner nicht nur bei jeder einzelnen Curve endlich sein, sondern 
es soil sich auch von vorneherein eine beliebig grosse endliche Zahl 
angeben lassen, welche die Krummnng in keinem Punkte einer Curve 
des Systems uberschreiten darf. 

Aus diesen Forderungen folgt, dass Doppelpunkte nur paar- 
weise fiber einen Beruhrungspunkt bin entstehen und vergehen 
konnen. 

Die letzte Bedingung ist gerade notig, urn das Verschwinden 
eines eiozelnen Doppelpunktes, das bei den vorhergehenden Be- 
dingungen noch in bestimmter Weise moglich ist, zu verhuten. 
Denken wir uns einen Kreis einen anderen von innen berfihren, 
dabei den Uebergang im Berfihrungspunkte derart, dass wir 
immer auf den Kreis mit anderem Radius ubergehen, so lasst sich 
leicht eine Transformation angeben, bei der ohne unsere letzte 
Bedingung der Doppelpunkt verschwindet. Das System wird dar- 
gestellt durch: 

Lasst man c von einem Werte zwischen o und U' an ab- 
nehmen, so verschwindet beim Durchgang durch o ein 
Doppelpunkt, ohne dass bei einer Curve des Systems die Krummung 
00 wird. Dagegen lasst sich stets eine Curve bestimmen, bei der 
die Krummung grosser ist als eine beliebig grosse Zahl M. Man 

1 



braucht bios zu setzen: c< 



M^' 



Eine Deformation, die die obigen Bedingungen erfullt, nennen 
wir, um eine kurze Bezeichnung zu haben, ;,vollkommen stetig". 

Wir konnen uns etwa denken, die Curve sei aus einem be- 
liebig dehnbaren, selbstdurchdringlichen Material, das jedoch bei 
einer gewissen Maximalkrfimmung zerbricht. Wir stellen uns nun 
die Aufgabe, anzugeben, wann eine aus diesem Material bestehende 
geschlossene Curve auf eine andere deformiert werden kann, ohne 
zu zerreissen. Wir behaupten, die notwendige und hinreichende 
Bedingung hierfur ist die Gleichheit der Totalkriimmung. 

Dass die Gleichheit der Totalkrummung die notwendige 
Bedingung ist, lasst sich leicht sehen; denn zwischen je zwei 
Nachbarkurven des Systems lassen sich noch unendlich viele Cur- 



ven einschalten, derart, dass sich jede Curve von der folgenden 
nur in einem beliebig kleinen Stuckchen und da nur beUebig wenig 
unterscheidet. Da die Totalkriimmungen zweier aufeinanderfolgen- 
der Curven sich mm einerseits nur urn beKebig kleine Stucke 
unterscheiden, da sie anderseits als Totalkriimmungen geschlosse- 
ner Curven Vielfache von 27t sein miissen, so sind sie iiberhaupt 
identisch. Die Totalkriimmung andert sich also bei vollkommen 
stetigen Deformationen nicht. Die Differenz aus der Zahl der in- 
bezug auf die Normale convexen und concaven Extreme ist also 
auch gegenliber vollkommen stetiger Deformation invariant. 

Wir behaupten nun: die Gleicheit der Totalkriimmung ist 
auch die hinreichende Bedingung dafur, dass zwei Curven 
vollkommen stetig ineinander deformierbar sind. Wir zeigen das 
durch den Nachweis: Curven gleicher Totalkriimmung lassen sich 
vollkommen stetig auf gewisse Normalformen deformieren. Als 
solche wahlen wir ein System von Kreisen mit den Mittelpunkten 
auf einer Greraden g und von einander verschiedenen Radien, von 
denen jeder den inbezug auf die Grrosse des Radius ihm folgenden 
und vorhergebenden Eareis in je einem der Schnittpunkte mit der 
Greraden g berlihrt. Das Kreissystem soil dann so durchlaufen 
werden, dass mm in jedem Selbstberuhrungspankt auf den Zreis 
mit anderem Radius ubergeht. (siehe Fig. 3). 

Wir wollen zunachst zeigen, dass wir bei einer gegebenen 
Curve, deren Totalkriimmxmg C =^ o ist, alle Wendepunkte besei- 
tigen konnen. 

Wir benutzen dazu den Hiilfssatz: 

Wenn wir eine geschlossene Curve in zwei Teile zerschneiden, 
jeden Teil fur sich vollkommen stetig deformieren, dabei aber die 
Richtung der Tangenten in den Endpunkten festhalten, dann die 
friiher zusammengehefteten Enden wieder in derselben Weise ver- 
binden, so ist die Deformation der Gresamtkurve vollkommen stetig. 

Der Beweis ergiebt sich leicht daraus, dass man eine dieser 
Deformation aquivalente Deformation der unzerschnittenen Curve 
angiebt. 

Der analoge Satz gilt fur n Curvenstlicke. 

Wir bewegen uns nun von einem Wendepunkt Wder gegebenen 
Curve (s. Fig. 4 a) nach beiden Seiten hin, derart dass die Tan- 
genten der sich bewegenden Punkte stets parallel sind. Nach 
einer gewissen kleinen Zeit seien die Punkte in B und C. Wir 
zerschneiden die Curve bei B und C. Das Stiick B WC konnen 
wir, ohne die Endtangenten in ihren Richtungen zu andern, in 
eine beliebig kleine Strecke vollkommen stetig deformieren. 
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Durchlanfen wir die Curve in der Eichtnng B W C, und suchen 
wir uns nun einen Curvenpunkt D, dessen Tangente der Strecke 
BC parallel und gleichgerichtet ist, so konnen wir dort die Curve 
zerschneiden und eine Strecke BG einfiigen. Dadurch fallt B und 
C zusammen, und das Aneinanderheften von JB und C ist aqui- 
valent mit dem Einfiigen der durch Deformation von BWG er- 
haltenen beliebig kleinen Strecke. Da bei unserer Curve die Total- 
krummung (7 4= war, so ist jede Tangentenrichtung vertreten, 
und ein Punkt D immer zu finden. Der durch Aneinanderheften 
von B und C entstehende Punkt W^ wird im Allgemeinen wieder 
Wendepunkt sein. Wir konnen die Operation wiederholen solange, 
bis "FP"^ kein Wendepunkt mehr ist, was eintritt, wenn B^""^^ oder 
(Tf(«-i) jjj einen Wendepunkt fallt. Auf diese Weise lassen sich alle 
Wendepunkte beseitigen. 

Bei den Curven (7 = lassen sich in ahnlicher Weise alle 
Wendepunkte bis auf zwei fortschaffen. 

Urn die Curven auf die gewiinschte Normalform zu bringen, 
benutzen wir den Satz: Wir konnen ein Curvenstlick in einen 
Halbkreis von beliebigem Radius vollkommen stetig deformieren, 
wenn es die Totalkriimmung 7t und keine Wendepunkte hat. (Ein 
solches Curvenstlick hat dann etwa die in Fig. 4 b dargestellte 
Form.) Um das zu zeigen, brauchen wir bios die Curve in 2, 4, 

8, Teile gleicher Totalkriimmung zu teilen und dann jeden 

dieser Teile gleichmassig so zu vergrossern oder zu verkleinern, 

dass seine Lange "o"? x» "ft"' • • • ^^d* In der Grenze erhalten 

wir dann einen Kreisbogen. 

Wir markieren nun bei unserer wendepunktlosen Curve alle 
Punkte mit Tangenten parallel der F-Achse. Das Stiick zwischen 
zwei solchen Punkten hat immer die Totalkriimmung jc und lasst 
sich nach Obigem auf einen Halbkreis mit gegebenem Radius de- 
formieren. Durchlaufen wir von einem der markierten Punkte 
ausgehend die Curve nach beiden Seiten hin und bezeichnen die 
Halbbogen auf der einen Seite der Reihe nach mit 1, 2, 3, . . . 
auf der anderen mit 1', 2', 3', . . . . bis sie alle eine Nummer 
haben, deformieren wir dann 1 und 1' in je einen Halbkreis mit 
dem Radius r, wo r beliebig gegeben ist, 2, 2' in Halbkreise mit 

dem Radius ^ , 3, 3' in solche mit dem Radius j u. s. w., und 

setzen wir dann diese Halbkreise so zusammen, wie die Stiicke, 
aus denen sie entstanden, zusammenhingen, so erhalten wir die 
gewiinschte Normalform. Da nun die Zahl der Halbbogen bei 



Cnrven gleicher Totalkrummung ohne Wendeptmkte gleich ist, so 
liefem diese alle dieselbe Normalform. 

Ganz ahnlich gestaltet sich die Deformation bei Curven mit 
der Totalkrummung 0, wo man passend zwei sich von aussen be- 
ruhrende Kreise als Normalform wahlt. Damit haben wir den 
Satz : 

Die Grieichheit der Totalkrummung ist die not- 
wendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass 
zwei Curven durch vollkommen stetige Deformation 
in einander iibergefiihrt werden konnen. 



Capitel II. 

Die Curvatura Integra von zweiseitigen geschlossenen Flichen. 

Die Aequivaientlcriimmung. 

§ 1. Die Darstellung der Curvatura Integra 

als Curvenintegral. 

Die im Folgenden betrachteten Flachen sollen folgende Vor- 
aussetzung erfiillen. 

Sie sollen selbst stetig sein, sollen in einfachen Punkten eine, 
in Doppelpunkten zwei, in dreifachen Punkten drei etc. Tangen- 
tialebenen haben. Jeder Mantel soil also inbezug auf die Tangen- 
tialebenen vollkommen regular sein. Femer sollen die Flachen uberall 
eine bestimmte endliche Kriimmung haben mit Ausnahme einzelner 
Curven, bei deren Ueberschreiten die Kriimmung um ein bestimmtes 
endliches Stiick springen darf . Eine solche Flache erhalten wir z. B., 
wenn wir einen Kreiscylinder von endlicher Hohe durch Halb- 
kugeln schliessen. Die Gesamtheit dieser Voraussetzungen be- 
zeichnen wir durch J5. Wir nehmen vorderhand ferner an, alle 
betrachteten Flachen seien zweiseitig. 

Die Curvatura integra C eines Gebietes G einer Flache ist 
gegeben durch: 

C = fkd6, 
wo Jc das Kriimmungsmass, d6 das Flachenelement ist. Ist die 
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jFlache gegeben dnrch e = ^(^>y)j so ist: 

h •" yy "» 

Das Integral iiber G hat einen Sinn, wenn die Flache in 6r die 
Voraassetzung B erfiillt. 

Die geometrische Bedeutung der Curvatura integra ist in der 
Einleitung besprochen. Jedem Punkte P der Flache entspricht 
ein Bildpunkt P' auf der Kugel, dessen Koordinaten |, ??, g be- 
stimmt sind durch: 



vi+^r+^r 



ri = ^ 



\Jl-\.0l+z] 



Die geometrische Anschaunng lasst uns vermuten, dass die 
Curvatura integra eines Flachenstuckes bios von den B.ichtungen 
der Normalen in der Randcurve abhangt. Wir miissten demnach 
das Integral iiber G schreiben konnen als Curvenintegral iiber 
den Rand c des Gebietes, also: 



G iVo/.«(^ + ^-+^J) 



Proj.Q 



= fPdx + Qdy, 



Pl'<>}\ C 

WO die Grossen P und Q bios abhangen miissten von den Rich- 
tungscosinus in der Randcurve. Hierin sind P und Q unbekannte 
Ausdriicke, zu deren Bestimmung wir einen indirekten Weg ein- 
schlagen, indem wir ausgehen von der Bestimmung des Flachen- 
inhaltes auf der Kugel ; dieser Weg scheint uns durch die Be- 
merkungen Gauss' am Schlusse von No. 8 seiner eingangs citierten 
Abhandlung vorgezeichnet. 

Ein Flachenstiick G sei durch Parallele zu den Normalen auf 
die Kugel abgebildet und erfiille dort das Gebiet G'. Der Rand- 



1) Wegen der Bestimmung des Vorzeichens der Wurzel vergl. Gauss, 
a, a. 0. Art. 5. 
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curve c von G entspreche der Rand c' von G', Die Abbildung 
auf die Kugel sei umkehrbar eindeutig. Wenn man G geniigend 
klein wahlt und der Randcurve c an gewissen Stellen eine Ecke 
Oder Spitze giebt, so lasst sich das immer erreiehen. Ein gegebenes 
Gebiet z. B. kann ich dnrch die parabolischen Curven und durch 
Curven, die strahlenformig von gewissen parabolischen Punkten 
hoherer Ordnung, (d. s. Punkte, in denen die Tangentialebene von 
hoherer als erster Ordnung beriihrt), ausgehen, in Bereiche zer- 
legen, die sich umkehrbar eindeutig auf die Kugel abbilden. 

Wir betrachten jetzt das Flachenstlick G' auf der Einheits- 
kugel. Die Punkte der Kugel seien bestimmt durch den Schnitt 
der Meridiane, fp = const, mit den Breitenkreisen, J = const, 
wo 9) denWinkel der Meridiane mit der XF-Ebene, g den Abstand 
der Breitenkreise von der Aequatorialebene bedeutet. Der positive 
Drehungssinn von q) sei entgegengesetzt der Uhrzeigerrichtung, 
das Koordinatensystem so bestimmt, dass wir von der positiven 
iP-Achse nach einer Drehung von +90^ in die positive y-Achse 
kommen. Eine geschlossene Curve durchlaufen wir positiv dann, 
wenn die von ihr eingeschlossene Flache, als deren Begrenzung 
sie aufgefasst wird, beim Durchlaufen stets zur Linken liegt. 

Wir verbinden zwei benachbarte Punkte J., B der Randcurve 
c' von G' mit dem Nordpol N der Kugel durch kiirzeste Kreis- 
bogen (siehe Fig. 5). Der Winkel ANB sei ^9).., Legen wir nun 
einen die Kugel im A equator beriihrenden Kreiscylinder und pro- 
j icier en jeden Punkt der Kugel auf den Cylinder durch die Schnitt- 
gerade des zugehorigen Meridian- und Breitenkreises, so entspricht 
jedem Punkt der Kugel ein Punkt des Cylinders, mit Ausnahme 
des Nord- und Siidpols der Kugel, denen je ein Breitenkreis des 
Cylinders entspricht. Das Gebiet G' soil deshalb vorderhand die 
Pole nicht enthalten. TJnsere zur Darstellung von Karten be- 
nutzte Projektion ist bekanntlich flachentreu. 

Dem Flachenstlick G' der Kugel entspricht ein inhaltgleiches 
Stuck G" mit der Randkurve c" auf dem Cylinder, dem Flachen- 
element ein trapezformiger Streifen, fiir dessen Inhalt JF^ sich 
ohne weiteres ergiebt: 

wo 0^ \^\ <1. Durch Summation und Grenzubergang erhalten wir : 

G" =fcmi-t) = G' 



c" 



oder, da wir d' durch c' ersetzen konnen und G" = & ist: 

G'=/dy(i-g). 
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Enthalt das Gebiet G' den Nordpol, so liefert uns das Integral 
den richtigen Wert flir G', nicht aber wenn der Siidpol innerhalb 
G' liegt; denn dann smnmiert das Integral die Elemente ^2^, 
wahrend wir fiber JF" snmmieren mussten (s. Fig. 5). Wird das 
den Siidpol enthaltende Gebiet G[ in positivem Sinne umlaufen, 
so haben wir za setzen: 

G;=/(?y(i-g)+4«, 

im entgegengesetzten Falle 

Gfi=/<l9,(l-0-4«, 

woraus sich die allgemeine Regel ergiebt: Enthalt ein Gebiet den 
Siidpol, so nmgebe man diesen mit einem kleinen Kreise, and rechne 
ihn zur Begrenznng hinzu. Das Integral iiber ihn liefert in der 
richtigen Weise ±4jc, wenn sein Radius nach hin abnimmt. 
Wir konnen dann allgemein setzen: 

I. G' = /(I -5)^9. 

Ci 

Analog ergiebt sich eine Formel, in der Nordpol und Siidpol ihre 
RoUen vertauschen: 

IL G' = -/(l + Odip, 

d 

und eine dritte, in der Nord- und Siidpol die gleiche Rolle spielen, 
also beide auszuschliessen sind und Beitrage ±2;r liefem: 

in. (?' = -Ad<p, 

wo c' die betreffenden kleinen Kreise enthalt. Driicken wir d^ 
durch I, ^, % aus, in denen uns die Kugelpunkte urspriinglich ge- 
geben sind, so ergiebt sich aus: 

n I 

tang<p = |-, cos<p = 77===, T+ij' + g* = 1 



V G' 



ni/&'=-/"(i^^AI, 

wo die Pole in analoger Weise zu behandeln sind. 
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Setzen wir hierin die Werte von g, rj, § ein, wie sie sich im 
Anfang dieses Paragraphen finden, so erhalten wir: 



■'= f 

J A 



oder, wenn wir die Wnrzel mit W bezeichnen : 






{1+W) 






wo die sich auf die Pole abbildenden Punkte wieder in der ent- 
sprechenden Weise auszuschliessen sind. Damit ist die eingangs 
gewlinsehte Zerlegung der Curvatura integra gefunden. Denn die 
Integrale liefern uns die Totalkriimmung des von c umschlossenen 
Gebietes, es ist & = C. Der Formel F entsprechend wird: 

~ Wil+W) ' 

z z — z z 



}F-(H-TF) ' 
and man rechnet leicht nach, dass thatsachlich ist : 



-(-f-t>- 



Diese bisher nur far ein sich mnkehrbar eindeutig auf die 
Kngel abbildendes Stiick abgeleiteten Formeln gelten allgemein. 
Denn wir konnen ein Gebiet in Teile zerlegen, die sich omkehrbar 
eindeutig abbilden. Die Integrale fiber die inneren Begrenzungs- 
linien heben sich fort; fibrig bleibt nur das Integral fiber den 
ausseren Rand und die Integrale um die sich auf den Nordpol 
und Sfidpol abbildenden Punkte. 

Wir wollen die Formel Y anwenden zur Berechnung der To- 
talkrfimmung des hyperbolischen Paraboloids. 

Seine Grieichung ist: 
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Wir berechnen die Krummimg des von: 

X = r-a*-cos g?) 

«i _ *. 7.« «;« ^ = const, 0<g)<2;r 
y = y sin 9?l ' — ^ — 

umschlossenen Gebietes and lassen dann r unendlich werden. Es 
ist: 

dig^ dz. 



/0k --JL — z 
'dq) 'dq> 



Kein Punkt bildet sich auf den Siidpol ab, wenn wir im Anfangs- 
punkt die Normale parallel der positiven Z-Achse errichten. 
Es wird: 

z, = 2rcosg), z^ = — 2rsin9), 

dz, o • ^^v O 

= -2«. 



^h-'^ik-f[h-^) 



Mithin : 



lim C = - 2;r 

Die Kriimmung eines jeden hyperbolischen Paraboloides ist also: 

G = -2n. 



§ 2. Anwendung der abgeleiteten F ormeln; dievoll- 
kommen stetige Deformation von Flachen. 

Aus den Formeln I', 11', III', in denen |, iy, g nichts anderes 
sind wie die Richtungscosinus der Flache, folgt direkt: 

Die Totalkriimmung eines Flachenst iickes, das 
die Voraussetznng JB erflillt, hangt bios ab von den 
Richtungscosinus auf dem Rande, von der inbezng 
auf die Flache positiven Umlaufsr ichtung auf dem 
Rande und von den Punkten, die sich auf die Pole 
der Kugel abbilden. 

Bei eiuer geschlossenen Flache ergiebt sich, da man hier, um 
die Totalkriimmung zu erhalten, fiber dieselbe geschlossene Curve 
in verschiedenen Richtungen integrieren muss: 
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DieCarvatnra Integra einer geschlossenenFlache, 
die die Voraussetzung B erfiillt, hangt bios ab von 
den Pnnkten, die sich auf den Nord- oder Siidpol 
abbilden. 

Bei einer geschlossenen Flache werden sich eine gewisse An- 
zahl von Pnnkten, Curven nnd flachenartigen Bereichen auf den 
Siidpol abbilden. Schliessen wir diese dorch Cnrven ein, die in 
ibrem Inneren keine Pnnkte enthalten, die sich auf den Nordpol 
der Kngel abbilden, so wird durch diese Cnrven die Flache in 
zwei TeUe A nnd B geteilt; von den Pnnkten des Bereiches A 
bildet sich keiner auf den Siidpol, von denen des Bereiches B 
keiner auf den Nordpol ab. Ihre resp. Totalkriinunungen Gj, und 
Cb sind deshalb nach Formel I resp. 11: 

C^=/d(p(l-§) 

Cb = -/rf^a + S) =/d(p(l + §), 

wo c^ , c, die Randkurve mit entgegengesetzten Durchlaufungssinn 
bezeichnen. Daraus folgt: 

C = Cj, + Cb = 2fdip 

oder, da sich die Integration nur fiber geschlossene Curven er- 
streckt, Jdq) also ein Vielfaches von 2jc ergiebt : 

C = D'4tn, 

d. h.: Die Curvatura integra einer geschlossenen 
Flache, die die Voraussetzung B erfiillt, ist gleich 
einem ganzzahligen Vielfachen von 4:jr. Die Zahl D 
lasst sich sogleich naher bestimmen. 

Auf einer geschlossenen Flache, die die Voraussetzung B er- 
fiillt, liegen eine endliche Zahl von isolierten Pnnkten, Curven und 
flachenartigen Bereichen von der Kriinunung und eine endliche 
Zahl von Curven, in denen das Kriimmungsmass, ohne durch 
hindurchzugehen, von positiven zu negativen Werten springt. Alle 
diese bilden wir auf die Kugel ab, wo sie isolierte Pnnkte oder, 
wegen der Stetigkeit der Tangentialebene, Curven von endlicher 
Lange geben. Auf der Kugel bleiben deshalb noch zweifach un- 
endlich viele Pnnkte frei, und jeder von diesen giebt eine Rich- 
tung derart, dass alle Tangentialebenen senkrecht zu ihr in Pnnkten 
beriihren, deren Eriimmungsmass von verschieden ist. Eine 



16 

dieser Richtungen wahlen wir znr Z-Achse. Die horizontale Tan- 
gentialebene beriihrt nnn in einer gewissen Zahl von Punkten, 
deren Krummungsmass > ist, d. h. Extremen, deren Zahl 
wir mit E bezeichnen, und in Punkten negativen Kriimmungs- 
masses, die wir als stationarePunkte, Sattelpunkte oder 
Maximinima bezeichnen und deren Zahl gleich S sei. TJnsere Curve 
(?j besteht dann aus lauter kleinen Ovalen um diese Punkte. Die 
Ovale um die Extreme werden nun auf der Plache und auf der 
Kugel in derselben Richtung durchlaufen, wahrend sich die TJm- 
laufungsrichtung bei den Ovalen um die stationaren Punkte bei 
der Abbildung auf die Kugel umkehrt. Formel III liefert somit 
unmittelbar fur die Totalkrummung C: 

C = (E-S)-27t 

Mithin ist: 

Gleichzeitig erhalten wir den Satz : Bei einer zwei- 
seitigen Flache ist die Differenz jB— S stets eine ge- 
rade Zahl. 

Bezeichnen wir die Zahl der Extreme und stationare Punkte, 
die sich auf den Nordpol resp. Sudpol abbilden durch den Index 
n resp. s, so ergiebt sich auch: 

D=E^-S, = E-S..- 

Wie bei den Curven, so wollen wir auch hier eine „voll- 
kommen stetige" Deformation von Flachen definieren. Wir ver- 
langen wieder: Die deformierte Flache soil in jedem Augenblick 
die Voraussetzungen B erfiillen und das Krummungsmass eine an- 
gebbare Grenze bei keiner Flache iiberschreiten. Auch hier konnen 
dann Doppelcurven nur iiber Selbstberiihrungspunkte hinweg ver- 
schwinden. Daraus folgt, dass iiberhaupt nur geschlossene Doppel- 
curven verschwinden konnen. Auch hier lasst sich durch dieselbe 
Betrachtungsweise zeigen, dass die Gleichheit der Total- 
kriimmung eine notwendige Bedingung dafiir ist, 
dass zwei Flachen vollkommen stetig ineinander de- 
formierbar sind. Diese Bedingung reicht hier indessen nicht 
mehr hin. Die in Figur 6 dargestellte Curve, bei der man beim 
Ueberschreiten der Selbstberiihrungspunkte immer auf den Kreis 
mit anderem Radius iiberzugehen hat, geht durch Rotation um 
die Zachse in eine Flache iiber, die das Geschlecht jp = 0, die 
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Totalkriimmnng = 4jc hat, die aber durch voUkommen stetige 
Deformation nicht in die Kugel, die gleiches Geschlecht und gleiche 
Totalkriimmung hat, ubergefiihrt werden kann. Das folgt bei 
dieser einfachen Rotationsflache schon daraus, dass das Meridian- 
profil die Totalkriimmung 631: hat und sich deshalb nicht in einen 
Kreis voUkommen stetig deformieren lasst. Die Bedeutung der 
letzten Bedingung lasst sich wieder leicht an einem Beispiel zeigen. 
Die Gleichung: 

stellt die im Vorigen benutzte Rotationsflache dar, wenn der Radius 

des grossen Kreises 1, der des kleinen Sfc ist. Lassen wir hier 
c etwa von Vie an abnehmen, so ist fiir jedes c das Kriimmungs- 
mass in jedem Punkte endlich, dagegen lasst sich leicht ein c so 
bestimmen,dass in Punkten der zugehorigen Flache das Kriimmungs- 
mass I A I > Jf ist, wo M eine beliebig grosse Zahl bedeutet. Bei 
abnehmendem c geht dabei unsere obige Flache in die Kugel fiber. 

Inbezug auf die voUkommen stetige Deformation lasst sich 
nun die Aufgabe formulieren: 

Es sind die hinreichenden und notwendigen Bedingungen anzu- 
geben fur die voUkommen stetige Deformierbarkeit einer Flache 
in eine andere. 

Wir stutzen uns nun im Folgenden auf einen anschauUch ganz 
evidenten Satz, der aber noch nicht bewiesen ist. 

„Jede Flache vom Greschlechtejp = ohne Doppel- 
curven, die die Voraussetzung B erffillt, lasst sich 
voUkommen stetig in eine Kugel deformieren". 

Daraus folgt dann unmittelbar: Jede Flache vom Ge- 
schlechte 2^ = ohne Doppelcurven, die die Voraus- 
setzung B erffillt, hat die Totalkrfimmung 4ac. 

Dieser Satz lasst sich auch ohne Benutzung onseres Hilfs- 
satzes auf verschiedene Weise direkt beweisen. 

Es ist bekannt und lasst sich durch Betrachtung von Schnitt- 
systemen, wie wir sie spater verwenden (vergl. Cap. IH § 3), 
direkt beweisen, dass die Differenz 2 B bei den vorliegenden 
Flachen 2D = JEJ~S'=2 ist. Auch der berfihmte Gauss'sche Satz 
fiber die Curvatura integra eines geodatischen Dreiecks liefert 
unser obiges Resultat. Wir konnen dasselbe also unbedenkUch 
benutzen, auch wenn der Satz, aus dem wir es folgerten, noch 
nicht bewiesen ist. 
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§ 3. TJeber die Abbildung parabolischer Punkte auf 

die Einheitskagel. 

Wir woUen hier noch kurz 4uf eine Frage eingehen, die sich 
hier am besten anschliesst, die Frage nach der Abbildung para- 
bolischer Punkte auf die Gauss' sche Kugel, iiber die wir in der 
Litteratur nicbts gefunden haben. 

Wir kommen auf diese Frage folgendermassen. 

Zur Bestimmung der Zahl D batten wir unserer Flache eine 
specielle Lage gegeben. Wahlen wir diese Lage nicht so speciell, 
verlangen wir vielmehr nur, dass die Tangentialebene in einem 
bestimmten Punkte, (nicht etwa langs einer Curve oder eines 
Curvenstiickes) beriihre, so ergiebt sich die Frage, wie gehen solche 
Beruhrungspunkte in die Bestimmung der Zahl D ein. Die Frage 
ist identisch mit der: Wie oft umkreist das Bild eines Ovals um 
den Punkt P den Bildpunkt P'? Wir woUen fiber die Beantwor- 
tung dieser Frage berichten, ohne uns auf Ableitungen einzulassen. 

In einem regularen einfachen Flachenpunkt lasst sich die 
Reihenentwickelung der Flache duroh passende Wahl des Koordi- 
natensystems auf die Form bringen: 

B = a:x^ + py^+aai' + 3bic'y + 3cxy* + dy^+{ ^H 

Sind hier a und fi von verschieden, so liegt, je nachdem a-fi^l 
ist, ein elliptischer oder ein hyperbolischer Punkt vor, 
die ja auf das genaueste studiert sind. Ist a4=0, /3 = (oder um- 
gekehrt), so liegt ein parabolischer Punkt „erster Ord- 
nung** vor. Diese Punkte sind wenig untersucht. Unter der 
Voraussetzung: d=\^0 ist wohl zuerst von Herrn Professor Hilbert 
durch Umkehrung der bei der Abbildung auftretenden Reihen, deren 
Funktionaldeterminante verschwindet, streng bewiesen, dass die 
Abbildung ein-zweideutig ist, und wie sich Ovale bei ihr abbilden. 
Ist eine der Grossen &,c, d von verschieden, so lasst sich be- 
haupten, der betrachtete Punkt ist nicht ein isolierter parabolischer 
Punkt, er liegt auf einer Curve, deren samtliche Punkte die 
Eriimmung haben. Sind dagegen b,c,d = 0, so lasst sich Uber 
den Punkt nichts bestimmtes mehr aussagen. 

Ist a = j3 = 0, so liegt ein parabolischer Punkt zweiter Ord- 
nung vor. Es sind vier Falle zu unterscheiden, je nachdem: 



3) 



a b 

h c 



h c 
c d 



-(c^) 







oder: 
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4) die 2reihigen Determinanten einzeln gleich sind. In den 
einzelnen Fallen lasst sich durch eine reelle Transformation von 
der Form : 

x\ a^x + h^y 
y: a^x+\y 

die Reihenentwicklung anf die Form bringen : 

^ e = y {a?-y')+ (), + ••• 
2) z = y (a;»+y')+ ( ), + ... 

?i) e = x^y+{ \ + -" 
4) ^er = y» + ( ),+... 

TJeber den Fall 4), in dem die Schnittcurve der Tangentialebene 
und der Flache im Beriihrangspunkt eine dreifach zahlende Tan- 
gente besitzt, lasst sich ohne Berucksichtignng hoherer Glieder 
nichts anssagen. 

Im Falle 1) schneidet die Tangentialebene in Curven mit drei 
von einander verschiedenen Tangenten. Der Pxuikt ist ein isolier- 
ter Punkt von der Krlimmung 0, der in ein Grebiet von durchweg 
negativer Kriimmung eingebettet ist. Das Bild eines Ovals nm 
diesen Punkt P umwindet den Bildpunkt P zweimal. Der Bild- 
punkt F erscheint also als Riemann'scher Verzweignngspxuikt der 
Kugelbedeckung. Dieser Punkt zahlt bei der Bestimmung von D 
fur 2 stationare Punkte. 

Im Falle 2) schneidet die Tangentialebene in einer Curve mit 
einer reellen Tangente. Im Beriihrungspunkte schneiden sich 2 
parabolische Curven. Die Abbildung ist teilweise ein- zwei, teil- 
weise ein- vierdeutig. Bei der Flache \ e = y {oi? + y"), die diesen 
Typus in erster Annaherung darstellt, ist in der Umgebung des 
Bildpunktes der Raum zwischen zwei aufeinander senkrechten 
grossten Kreisen 4fach bedeckt. Ein Oval geht bei dieser spezi- 
ellen Flache in die in Fig. 7 a gezeichnete Curve uber. Der Bild- 
punkt wird also nicht umwunden. 

Im Fall 3) besitzt die Schnittcurve zwar auch drei reeUe 
Tangenten, zwei von diesen fallen jedoch zusammen. Der Punkt 
ist der Beruhrungspunkt zweier parabolischer Curven. Bei der 
ersten Approximation: z^=x^y ist die Abbildung ein-zweideutig, 
eine Halbebene ist doppelt bedeckt. Die Blatter hangen hier nur 
in dem Punkte P' zusammen, so dass man nur durch diesen Punkt 
von dem einen ins andere Blatt kommen kann. Ein Oval ver- 
wandelt sich in eine Curve der in Fig. 7b gezeichneten Art, die 
also zweimal durch P' geht. Ueber die Abbildung lasst sich im 

2* 
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allgemeinen Falle nichts anssagen. AUgemein konnen wir fiir die 
Zahlung eines Pnnktes folgenden Satz aassprechen : 

Schneidet die Tangentialebene in einem Punkte eine Curve 
mit n von einander verschiedenen reellen Tangenten ans, so zahlt 
der Punkt fur (w— 1) stationare Punkte und das Bild eines ihn 
umschliessenden Ovals umkreist den Bildpunkt (n — 1) mal: 

Oder auch in etwas anderer Fassung: 

Wir legen einen Kreiscylinder mit hinreichend kleinem Radius 
um die Normale des Punktes als Achse, und lassen eine Ebene 
parallel zur Tangentialebene fiber den Punkt hinweggleiten. 
Liegen dann vor dem TJeberschreiten des Punktes auf einer Seite 
der Tangentialebene innerhalb des Cylinders n getrennte Teile, 
nach dem TJeberschreiten bios noch einer, so zahlt der Punkt fur 
(w—l) stationare Punkte. 

Den Beweis fiihrt man mit Hiilfe spaterer Betrachtungen leicht, 
indem man riickwarts aus der bekannten Zahl der Extreme und 
der bekannten Totalkriimmung auf die Zahl der Umkreisungen um 
den Bildpunkt schliesst. 



§ 4. Die Aequivalentkriimmung. 

Wir wollen nun eine bestimmte Kriimmung auch definieren fiir 
Punkte, in denen die Tangentialebene nicht bestimmt ist, in denen 
also zwei Tangentialebenen oder ein Tangentialkegel vorhan- 
den sind. 

Betrachten wir einmal die Spitze eines Kreiskegels (s. Fig. 8). 
Wir legen in' den Kegel eine Kugelschale FEG. Wir konnen 
uns nun die Kegelspitze entstanden denken dadurch, dass der 
Mittelpunkt M dieser Kugelschale auf der Geraden OH auf die 
Spitze sich zubewegt, wahrend die Kugel dauernd den Kegel 
beriihrt, bis OM schliesslich unendlich klein wird. Der Inhalt der 
Kugelschale wird dabei immer kleiner, aber ihre Curvatura inte- 
gra andert sich nicht. Es hindert uns nun nichts, festzusetzen, 
dass der Kegelspitze, in die die Kegelschale iibergeht, wenn ihr 
Radius nach hin abnimmt, dieselbe Kriimmung zukomme, wie 
der Kugelschale. Da das die Curvatura integra einer der Spitze 
;,aquivalenten** Flache ist, so wollen wir diese Kriimmung kurz: 
^Aquivalentkrlimmung" nennen. Es entspricht also der 
Kegelspitze auf der Kugel ein endliches Flachenstiick. Das steht 
voUkommen damit im Einklang, dass das G-auss'sche Kriimmungs- 
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: lim ^ J wo f der Flacheninhalt einer den Punkt enthalten- 
/=o / 

den Flache, f der ihres spharischen Bildes ist, fur einen solchen 
Punkt 00 ist. 

Was wir jetzt bei der Kreiskegelspitze gemacht haben, wollen 
wir allgemein durchfiiliren. 

Wir schliessen die betreffende Singularitat (Punkte oder Our- 
ven) durch eine oder wenn notig durch mehrere Curven ein und 
denken uns diese Curven so durchlaufen, dass die Singularitat 
stets zur Linken liegt. Diese Curven iibertragen wir auf die 
Kugel, wo sie einen bestimmten Flacheninhalt bestimmen, der 
durch ein Integral liber die Curven gegeben ist. Die die Singu- 
laritat einschliessenden Curven lassen wir sich immer enger um 
die Singularitat zusamme^ziehen und bilden schliesslich den Grrenz- 
wert (indem wir irgend einen Process zu Q-runde legen, der uns 
die Garantie giebt, diesen Grenzwert zu erhalten, bei einer Spitze 
etwa den grossten geodatischen Abstand der Spitze von der Curve 
nach hin convergieren lassen). Dieser Grenzlage entspricht ein 
bestimmter Flacheninhalt auf der Kugel, den wir der Singularitat 
als Aequivalentkriimmung zuschreiben. 

Die Aequivalentkriimmung ist also gleich dem 
Grenzwert des Flacheninhaltes, den das Bild einer 
die Singularitat umschliessenden Curve auf der 
Kugel bestimmt, wenn diese Curve sich in die Sin- 
gularitat zusammenzieht. 

Dieser Grenzwert ist nach der Definition bei einer kegelformigen 
Spitze identisch mit der Aequivalentkriimmung der Spitze des Tan- 
gentialkegels, da beide ja denselben Grenznormalenkegel haben. 
Bei der Spitze eines Kegels brauchen wir aber nicht erst den Grenz- 
tibergang auszufiihren, um die Kriimmuag zu erhalten ; denn das in § 1 
abgeleitete Integral fiber irgend einen die Spitze umschliessenden 
Streifen ist gleich der Aequivalentkriimmung der Spitze, da ja das 
Kriimmungsmass des Mantels in jedem Punkte ist. Die Aequi- 
valentkriimmung ist also durch ein Integral iiber einen Streifen des 
Tangentialkegels gegeben. 

Denken wir uns die Spitze des Tangentialkegels in dem 
Mittelpunkte der Einheitskugel liegen, so ist der zugehorige Normal- 
kegel der sogenannte zum Tangentialkegel „polare" Kegel, und die 
Aequivalentkriimmung ist nichts anderes wie das von dem Polarkegel 
ausgeschnittene Kugelstiick, also die ^^Appertur^ des Polarkegels. 
Wir wollen im Folgenden nun einige Singularitaten inbezug 
auf ihre Aequivalentkriimmung betrachten. 
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In einer wirklichen Spitze axtet der Tangentialkegel in eine 
Gerade aus. Der zugehorige Normalkegel ist eine Ebene. Die 
Aequivalentkriimmang einer solehen Spitze ist also 2^. 

Betrachten wir jetzt eine geschlossene Kante. Dieselbe wird 
eingeschlossen durch zwei Curven. Die Integrale T, 11' od. Ill' 
(§ 1) liber diese Curve geben in der Grenze die Aequivalent- 
kriimmung. Hierbei miissen natiirlich, wenn der Nord- oder Sud- 
pol innerhalb des der Kante aquivalenten Gebietes liegt, diese in 
riohtiger Weise beriicksichtigt werden. Das macht aber in speci- 
ellen Fallen keine Schwierigkeit. Diese Definition der Aeqaiva- 
lentkriimmung einer Kante ist gleichwertig der folgenden, die fur 
die Anwendung und namentlich fiir die Anschauung meist be- 
quemer ist. In einem Kantenpunkte nimmt die Normale zwei be- 
stimmte Grenzwerte an. Zu der Ebene, dieser Normalen — der 
Normalebene der Kante — legen wir durch den Mittelpunkt der 
Einheitskugel eine Parallelebene. Diese schneidet auf der Kugel 
einen grossten Kreis aus. Dem Kantenpunkte schreiben wir als 
Aequivalent den zwischen den Bildpunkten der beiden Nor- 
malen liegenden kiirzeren Teil dieses Kreisbogens zu. Wenn wir 
die beiden Normalen an der geschlossenen Curve entlang laufen 
lassen, so bewegt sich der Kreisbogen auf der Kugel, und der von 
ihm beschriebene Flachenraum, in der richtigen Weise in positive 
und negative Telle zerlegt, ist die Aequivalentkriimmung der 
Kante. Diese Auffassung der Aequivalentkriimmung einer Kante, 
die sich in praxi mit der fruher entwickelten deckt, hat ihr gegen- 
iiber den Vorzug, dass sie einem beliebig aus einer Kante heraus- 
gegriffenen Stiick eine bestimmte Aequivalentkriimmung zuschreibt. 

Zwei Flachenmantel mogen sich langs einer Curve durchdringen; 
wir zerschneiden diese Mantel langs dieser Curve und heften je 
zwei der entstandenen Hander so zusammen, dass zwei Kanten 
entstehen. Aus diesen Kanten denken wir uns durch die Normal- 
ebenen in einander entsprechenden Punkten RjR und iS, S' je ein 
Stiick herausgeschnitten und woUen sehen, wie sich die Aequiva- 
lentkriimmungen dieser Stiicke verhalten (s. Fig. 9). Die Normale 
auf einem Flachenstiick bestimmen wir dabei willkiirlich, die auf 
den anderen wahlen wir dann so, wie wir sie auf der unzer- 
schnittenen Flache hatten bestimmen m ii s s e n. Dann ergiebt eine 
einfache Betrachtung: Die Aequivalentkriiramungen der beiden 
Curvenstiicke sind absolut genommen gleich, haben aber entgegen- 
gesetztes Vorzeichen ; denn die den beiden Kanten entsprechenden 
Flacheninhalte decken sich, werden aber entgegengesetzt durch- 
laufen. Wenn wir also die sich in einer geschlossenen 
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Doppelcurve durchdringenden Mantel zerschneiden 
und in andererWeise aneinanderheften, so haben die 
entstehenden Kanten entgegengesetzte Aequiva- 
lentkrummung. Eine einzelne Curve auf einer Plache liefert 
keinen Beitrag zur Totalkriimmung ; die Curven, die die ge- 
schlossene Doppelcurve auf den einzelnen Manteln bestimmt, liefem 
also keinen Beitrag. Zerschneide ich die Plache, bilde durch Um- 
heftung die Kanten, und rechne ihre Aequivalentkriimmungen zur 
Curvatura Integra binzu, so liefert zwar jede von ibnen einen Beitrag. 
Aber diese Beitrage heben sich fort, sodass die Curvatura integra 
der Gresamtflache durch unsere Umschaltung ungeandert bleibt. 
Wir bemerken noch, dass, wenn einer der sich durchdringenden 
Flachenmantel eine Kante enthalt, diese Xante beim Umschalten 
zwei Ecken liefert, deren Aequivalentkriimmungen auch entgegen- 
gesetzt gleich sind, die sich also auch gegenseitig in ihrem Einfluss 
zerstoren. 

Im besonderen Grade erregt unsere Beachtung der Endpunkt 
einer Doppelcurve. Wir denken uns zwei ubereinanderliegende 
ebene Blatter langs eines vom Punkte P ausgehenden Strahles zer- 
schnitten und die Bander nach Art eines Riemann'schen Blattes 
iiberkreuz aneinander geheftet. Dieses Blatt werde dann in irgend 
einer Weise deformiert. In der Umgebung von P hat dann die 
Flache etwa die in Fig. 10 gezeichnete Form. Den Tangential- 
kegel in P erhalten wir, wenn wir zwei Kegel aneinanderlegen 
(im Allgemeinen mit einer scharfen Elante), langs der Beruhrungs- 
linie zerschneiden und iiberkreuz aneinanderheften. Diesen Tan- 
gentialkegel brauchen wir allein zu betrachten. Die Aequivalent- 
kriimmung der Spitze ergiebt sich, wenn wir die G-esamtspitze 
mit einer Curve umgeben und langs dieser Curve hin integrieren. 
Ihre Kriimmung sei A, Bezeichneai wir die beiden Telle, in die 
diese Curve durch die Doppelcurve geteilt wird, mit c^ und c^ , und 
die Integrale iiber eine Curve immer mit I und dem Index, durch 
den die Curve bezeichnet wird, so ist: 

A = I, + I, 

Dabei wahlen wir den Integranden passend nach § 1, F —IIT' 
oder umgeben die Pole mit Kreisen, die wir als schon in c^ oder c^ 
enthalten ansehen. Von P aus zerschneiden wir die Flachenmantel 
langs der Doppelcurve und heften die Rander so aneinander, dass 
aus P zwei getrennte Spitzen entstehen. Hat die eine von ihnen 
die Aequivalentkriimmung -4^, die andere -4a, so ergiebt sich leicht: 

^= A,±A^, 
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denn es ist: -4^ = J, + Ij, -4, = Ij— Is? wo c, der Kreisbogen ist, 
auf den sich die Kantenpunkte abbilden; derselbe ist, wenn wir 
den Normalen der beiden Kegel ihre ursprungliche Richtang lassen, 
fur die Punkte beider Kanten derselbe, wird aber bei der Inte- 
gration in verschiedenen Richtungen durchlaufen. Wenn also eine 
Flache eine endende Doppelcurve enthalt und es nach dem Zer- 
schneiden moglich ist, die Bander so zu heften, dass an beiden 
Enden gleichzeitig zwei getrennte Spitzen entstehen, (siehe Fig. 11), 
so wird durch diese (Jmscbaltung die Curvatura Integra der Gre- 
samtflacbe nicht geandert, (wobei, wie immer, die Aequivalent- 
krlimmung als ein Teil der Curvatara Integra angesehen wird.) 

Die ausgefiihrte Zerschneidung and Umheftung einer endenden 
Doppelcurve, bei der im Ganzen vier Spitzen entstehen, ist aber 
durchaus nicht immer moglich. Wenn wir ein ebenes Doppelblatt 
wie vorhin langs eines Strahls von P aus zerschneiden, die Rander 
kreuzweise aneinanderheften, jetzt aber nur bis zum Punkte F 
(s. Fig. 12), von dort ab die direkt ubereinanderliegenden Rander 
miteinander verbinden, so erhalten wir eine Curve, bei deren Um- 
heftung, immer nur an einer Seite zwei getrennte Spitzen ent- 
stehen. Diese Doppelcurven nennen wir: „Doppelcurven mit 
ungleicher Enden schaltung^ , die vorigen „Doppel- 
curven mit gleicher Endenschaltung^. Ihr Auftreten 
veranlasst uns zu der Frage: Wenn ich das Ende einer Doppel- 
curve so umschalte, dass bloss eine Spitze entsteht, wie verhalt 
sich dann die Aequivalentkriimmung Al der entstehenden Spitze zu 
der A der urspriinglich gegebenen? 

Durch einfache Betrachtungen findet man: 

A = 4' + 2;r. 

Diese Relation kann bei der ^Ableitung der Curvatura Integra 
specieller einseitiger Flachen zuweilen gute Dienste thun. 

Noch eine kurze Bemerkung woUen wir hinzufugen. Die fiber 
die Aequivalentkrummung zweier durch Umschaltung einer Doppel- 
curve entstandenen Kanten angestellte Betrachtung gilt auch in 
folgendem speciellen Falle. Wir denken uns eine Flache doppelt 
belegt, zerschneiden die beiden Belegungen langs einer geschlossenen 
Curve und heften die obere Belegung an die untere. Die dadurch 
entstehenden Kanten haben auch entgegengesetzt gleiche Aequi- 
valentkrummung ; jedem Kantenpunkte entspricht ein Halb- 
kreis auf der Kugel. Ein einzelner Kantenpunkt liefert zur 
Aequivalentkrummung keinen Beitrag (vorausgesetzt naturlich, 
dass die Schnittcurve in ihm eine stetige Tangente hat). Zerschneiden 
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wir aber jetzt von der Kante ausgehend die beiden Blatter aber- 
mals xmd heften die iibereinanderliegenden Rander zusammen, so 
haben die dadurch entstehenden Spitzen zusammen die Aequivalent- 
kriimmung 2n, wie man leicht sieht. Das Entstehen eines solchen 
Punktes vermebrt also die Curvatura Integra um 2x, 



§ 5. DieCurvatura Integra von zweiseitigenPlachen 
von der Charakteristik Z^mit beliebig vielenDoppel- 

curven. 

Zur einheitlichen Darstellung der im Folgenden zu besprechen- 
den Gegenstande ist es vorteilhaft, sich statt der Biemann'schen 
Zusammenhangszahl oder des Geschlechtes der von Dyck definierten 
Charakteristik K zu bedienen ^). Eine geschlossene Flache ist im 
Sinne der Analysis situs bekanntlich definiert durch die Zabl der 
auf ihr gleichzeitig m5glichen nicht zerstiickenden Ruckkehr- 
schnitte. Bei diesen sind zwei Arten zu unterscheiden. Bei den 
Schnitten ^der ersten Art** kehrt die mit einem gewissen Richtungs- 
sinn versehene Normale nacb einmaligem Umlauf in der Ausgangs- 
ricbtung zum Anfangspunkt zuriick. Die Zabl dieser Schnitte sei 
6. Jeder von ihnen liefert zwei Rander. Bei den Schnitten „der 
zweiten Art*^ kebrt sich die Normale bei einmaligem Umlauf um. 
Ihre Zabl sei tf'. Jeder von ihnen liefert bios einen Rand. (vergL 
etwa den Schnitt langs der Mittellinie des Mobius'schen Bandes.) 
Wir definieren nun mit Dyck die Charakteristik K einer ge- 
schlossenen Flache: 

K = 2-2tf-tf'. 

Danach ist die Charakteristik der Kugel 2, die des Ringes etc. 
26 + 6' giebt die nach dem Zerschneiden vorhandenen Rander. Bei 
zweiseitigen Flachen ist naturlich <y' = 0, K also gerade. Mit 
dem Q-eschlechte p einer zweiseitigen Flache stebt die Charakte- 
ristik K in dem Zusammenhang : 

K=2{l-p), 

mit der Biemann'schen Zosammenhaagszahl Z bei gescUossenen 
Flachen: 

K = 3-Z, 

mit dem Elein'schen nTmgewohnlichen" Zusammenhang Z': 

K = 2-Z'. 



1) Dyck, a. a. 0^ pag. 481. 
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Nach § 2 hat eine Plache vom Geschlechte p = , die die 
Voraussetzung B erfiillt, die Totalkrummung isc. Nach Definition 
der Aequivalentkriimmung konnen wir nun die Voraussetzung B 
fallen lassen. Auch Flachen mit Kanten und Ecken, dem Ge- 
schlechte |) = (K" = 2) ohne Doppelcurven haben jetzt die 
Curvatura integra 4;r. Dabei verstehen wir hier unter der Cur- 
vatura integra C stets die Totalkrummung der regularen Flachen- 
mantel vermehrt um die Aequivalentkriimmung der singularen 
Stellen. Unsere Definition der Aequivalentkriimmung thut ja nichts 
andereS; als die Stellen mit unendlichem Kriimmungsmass ersetzen 
durch Flachen mit endlicher Kriimmung; sie rundet die Unstetig- 
keiten ab. Die Curven auf der Kugel; welche die den Singulari- 
taten entsprechenden Flachenstticke begrenzen, treten gleichzeitig 
als Begrenzung der Bilder der regularen Flachenmantel auf, so 
dass die Integrale iiber sie sich fortheben. Wenn wir ein einfach 
berandetes einfach zusammenhangendes Flachenstiick doppelt be- 
legt denken, und annehmen, die beiden Belege hingen an den 
Randern zusammen, so hat diese Flache die Totalkriimmung 4sc. 
Bei einem so als doppelt belegt aufgefassten Kugeloktanten hat 

z. B. jede Belegung die Kriimmung ^, jede Kante die Kriimmung 

0, jede der Ecken die Aequivalentkriimmung Jt, so dass diese 
Flache in der That die Curvatura integra 47t hat. 

Wir denken uns eine zweiseitige doppelpunktlose Flache 
mit der Curvatura integra G und der Charakteristik K doppelt 
belegt, Ziehen durch beide Belege die (f nicht zerstiickenden Riick- 
kehrschnitte und heften die iibereinanderliegenden Rander aneiu- 
ander. Wir erhalten eine Flache mit 26 geschlossenen Kanten. 
Hierbei andert sich nach § 4 die Totalkriimmung nicht, bleibt also 
in RUcksicht auf die doppelte Belegung 2(7. Ziehen wir auf der 
entstandenen Flache 26—1 die Kanten in bestimmter Weise ver- 
bindende, beide Belege durchdringende Schnitte und heften die 
iibereinanderliegenden Rander aneinander, so erhalten wir eine 
Flache von der Charakteristik X = 2. Diese hat einerseits die 
Totalkriimmung isc anderseits die Kriimmung 2(7+ 4m (26 — 1) ; denn 
bei jedem der letzten Schnitte entstehen zwei der am Schlusse von 
§ 4 besprochenen Punkte, die die Aequivalentkriimmung 27t haben. 
Mithin ist: 

4^ = 2C+43r(2(y-l), also: 
C = K27t = (l-p)4^ 

d. h. Die Totalkriimmung einer ge^schJofisenen zwei- 



27 

seitigen Flache ohne Doppelpnnkte ist gleich der 
mit 27C maltiplicirten Charakter istik der Flache. 

Bevor wir nun die Pormeln fur Flachen mit Doppelcurven 
aufstellen, miissen wir einige Worte iiber Doppelcurven im All- 
gemeinen sagen. 

Die beiden Arten von nichtgeschlossenen Doppelcurven: Doppel- 
curven mit gleicher und solche mit ungleicher Endenschaltung 
haben wir schon im § 4 kennen gelernt. Die letzteren haben stets 
die Einseitigkeit zur Folge, kiimmern uns hier also noch nicht. 
(In Fig. 12 ist ein Riickkehrschnitt eingezeichnet, langs dessen 
sich die Normale umkehrt)* 

Mannigfaltiger sind scheinbar die Arten der geschlossenen 
Doppecurven. Denken wir uns in einem Punkte der Doppelcurve 
auf beiden Manteln in einer bestimmten Richtung die Normalen 
errichtet und nun diese beiden Normalen miteinander die Doppel- 
curve durchlaufen, so konnen diese nach ihrer Ruckkehr zum Aus- 
gangspunkte acht verschiedene Lagen einnehmen. Wie man leicht 
sieht, sind dreimal je zwei von den erhaltenen Congufirationen 
insofem identisch, als sie bei Umkehrung einer der Anfangs- 
richtungen der Normalen oder bei Ilmkehr des Umlaufungssinnes 
der Doppelcurve ineinander ubergehen. Es bleiben nur noch die 
fiinf in Fig. 13 a — e dargestellten Falle iibrig. Fig. 13 a stellt die 
Anfangslage der Normalen dar, von denen die eine von der anderen 
durch Strichelung unterschieden ist. Die Normalen konnen in den 
Lagen a, 6, c, d, e zurlickkehren. Die Doppelcurven wollen wir ent- 
spreched als Typus a—e unterscheiden. Fall a ist der gewohnliche. Im 
Falle h kehr en beide Normalen ihr e Richtung um. Die zugehorige Flache 
ist also einseitig, und bei ihr ist <f'>2, da dieSpuren der Doppel- 
curve auf den Manteln zwei Ruckkehrschnitte der zweiten Art 
liefem. Im Falle c kehrt sich die eine Normale um, die Flache 
ist also auch einseitig. Fall d und e gehoren iasofern zusammen, 
als bei ihnen die Normalen nach einmaligem Umlauf nicht auf den 
Ausgangsmanteln zuruckkehren. Bei zweimaUgem Umlauf haben 
bei Typus d die Normalen wieder ihre alte Richtung, bei e da- 
gegen die entgegengesetzte. Erst nach viermaligem Umlauf nehmen 
in diesem FaUe die Normalen wieder die Ausgangsrichtung an. 
Wahrend Typus d sehr wohl auf zweiseitigen Flachen moglich ist, 
hat eine Doppelcurve vom Typus e die Einseitigkeit der zugehorigen 
Flache im Grefolge. 

Aber eine einfache Bemerkung wird die Zahl dieser Typen 
abermals um drei verringern. Solange man die Flache als ein 
starres GebUde ansieht, steht jeder Typus gleichwertig neben dem 
anderen. Yon dem allgemeinen Standpunkte der Analysis situs 
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aas gehoren aber Flachen, die dnrch yoUkommen stetige Defor- 
mation in einander ubergehen, znsammen, and Eigenschaften die 
bei einer solchen Deformation nicht erhalten bleiben, fallen aas 
dem Bahmen onserer Betrachtang. Darch eine beliebig kleine, 
voUkommen stetige Deformation lassen sich aber die Typen &, c, d 
aaf Typas a and e redacieren. Nehmen wir der Einfachheit wegen 
wieder Voraassetzang B als erfiillt an. Dann sind die Doppel- 
carven 6, c, d nicht ohne Selbstberiihrangspankte moglich, in denen 
sich die Plachenmantel langs zweier Doppelcarven darchsetzen. 
(siehe Fig. 14a) Nan sieht man leicht, dass darch eine beliebig 
kleine Hebang oder Senkang eines Blattes der Selbstberiihrangs- 
pankt verschwindet, and die in Fig. 14 a gezeichnete Xlmgebang 
des Selbstbertihrangspanktes das in Fig. 14 b dargestellte Aassehen 
gewinnt. Die beiden sich im Selbstberiihrangspankte schneidenden 
Doppelcarven werden durch diese anendlich kleine Deformation 
also hintereinander geschaltet. Mit den Selbstberiihrangspankten 
verschwinden gleichzeitig die Typen 6, c, d. Wir haben also bloss 
die Doppelcarven a and e za betrachten, von denen die letztere 
aach aas den Betrachtangen dieses Paragraphen heraasfallt, da 
sie nar bei einseitigen Flachen moglich ist. Von den offenen 
Doppelcarven haben wir nar die mit gleicher Endenschaltang hier 
za betrachten. 

Die betrachtete Flache enthalte eine geschlossene Doppelcarve. 
Wir zerschneiden die beiden sich darchdringenden Mantel langs 
der Darchdringangscarve and heften so am, dass wir wieder eine 
geschlossene Flache erhalten. Dabei kehren sich eventaell in 
einigen Flachenteilen die Normalen am; das andert aber nar die 
Lage der Bilder dieser Teile aaf der Kagel, nicht ihre Grosse. 
Hiernach and nach dem in § 4 fiber solche Umschaltangen Abge- 
leiteten ist die Totalkrammang der entstehenden Flache gleich 
der der arsprfinglichen. Lasst sich zeigen, dass die entstehende 
Flache dieselbe Charakteristik hat wie die fruhere, so folgt, dass 
eine geschlossene Doppelcarve die Totalkrammang nicht andert. 
Die nicht zerstfickenden Rackkehrschnitte einer Flache lassen sich 
stets so wahlen, dass sie beliebig vorgegebene, einander nicht 
schneidende, zerstuckende Bfickkehrschnitte nicht schneiden. Da- 
raas ergiebt sich far die vier moglichen Falle sofort, dass bei 
keinem von ihnen darch die Umschaltang die Zahl der Rackkehr- 
schnitte geandert wird, woraaf wir aber nicht eingehen wollen. 
Die vier Falle sind: Von den beiden Schnittcarven zerstfickt: 

1) keine, 

2) eine, aber immer erst die zweite, 



29 

3) eine bestimmte, gleichgultig, ob sie die erste oder zweite ist, 

4) beide. 

Daraus folgt dann sofort allgemein: 

Greschlossene, sich nicht schneidende Doppelcurven vom Typus 
a andern die Totalkriimmung der Plache nicht, diese bleibt: 

C = K27C. 

Daraus ergiebt sich nun leicht der Satz: 

Zerschneide ich eine Flache langs aller 6 sich nicht schneiden- 
den Doppelcurven, und hefte ich so um, dass die Normalen beim 
Ilebergang liber die Kanten ihre Richtung beibehalten, und ent- 
stehen bei dieser Heftung n getrennte, geschlossene Flachen, so 
ist die Zahl s aller auf ihnen vorhandenen Riickkehrschnitte : 

s = tf+n— 1. 

Wenn wir namlich die Anzahl der Riickkehrschnitte und die To- 
talkriinmiungen der einzelnen Flachen durch Indices bezeichnen, 
so ist einerseits: 



anderseits : 

C = (l-(y).4^ 

also: 

s = tf + n — 1. 

Ebenso leicht erledigen sich die nicht geschlossenen Doppel- 
curven mit gleicher Endenschaltung. Es sei bei einer Flache bios 
eine solche Doppelcurve vorhanden. Wir zerschneiden langs der 
Doppelcurve und heften so um, dass an beiden Enden zwei getrennte 
Spitzen entstehen. Das ist nach Definition immer moglich und andert 
nach § 4 die Curvatura integra der G-esamtflache nicht. Zerfallt 
die Flache bei dieser IJmschaltung, so sind auf den beiden ent- 
stehenden Flachen zusammen genau so viel Ruckkehrschnitte wie 
auf der urspriingUchen ; denn der Schnitt langs der Doppel- 
curve ist gleichwertig dem Schnitt langs der der Doppelcurve 
beliebig nahen Curve c (siehe Fig. 11). Nach dem oben an- 
gefuhrten Satze konnen wir das System der Ruckkehrschnitte so 
wahlen, dass es diese geschlossene zerstiickende Curve c nicht 
schneidet. Bezeichnen wir die Totalkrummungen der entstehenden 
beiden Flachen und die Zahl ihrer Ruckkehrschnitte durch die In- 
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dices 1 bzw. 2, so ist: 

C, = (l-d,)4;r 

C=C,+ C,= {2-((y,+tfj}.43r 

C = (2-2(y).2^ + 4^ 
G = K'2jc-v^n 

Dieselbe Formel ergiebt sich, wenn c nicht zerstiickt, denn 
dann enthalt die neue Plache einen Ruckkelirschnitt weniger als 
die alte, hat aber dieselbe Totalkrummung. Wir sehen also : 

Eine offene Doppelcurve mit gleicher Enden- 
schaltung erhoht die Cur vatura integra einer Flache 
am 4^. 

Hat die Flache n offene, einander nicht schneidende Doppel- 
curven, so finden wir in ganz entsprechender Weise: 

C — K'2%'\-nA3C^ 

d. h. die Curvatura integra wird durch diese n Curven um n-4ac 
erhoht. 

Hiernach hat die zweiblattrige Riemannsche Flache auf der 
Kugel mit zwei Verzweigungspunkten die Curvatura integra 8;r, 
denn bei ihr ist Z^ = 2, w = 1. Das stimmt aufs beste mit der 
Anschauung iiberein. 

Haben wir eine zweiblattrige Riemann'sche Flache auf der 
Kugel mit n Verzweigungsschnitten, so bestimmt sich das Ge- 
schlecht p dieser Flache auf die einfachste Weise. Ihre Curvatura 
integra C ist namlich einerseits: 

C = ar, 

anderseits nach vorigem Satze: 

C = (1— jp)43r + w-43r 
Mithin: 

p = n—l. 

Das Geschlecht einer zweiblattrigen Riemann'schen Flache ist also 
um 1 kleiner als die Zahl der Verzweigungsschnitte. 

Wir haben bisher immer angenommen, die Doppelcurven 
schnitten sich nicht. Diese Annahme war uberfliissig. Wir haben 
schon oben gesehen, wie zwei sich in einem Selbstberuhrungspunkte 
schneidende Doppelcnrven auf das Yerhalten der Flache keinen 
Einfluss haben. Der Schnitt dreier Doppelcurven in einem drei- 
fachen Punkte erledigt sich nun schnell. Wir zerschneiden die 
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Mantel langs eines Stiickchens einer der Doppelctirven, das den 
dreifachen Punkt enthalt, und heften die Rander so znsammen, 
dass die Normalen beim Uebergang fiber die Kanten dieselbe 
Richtung haben, wie auf der unzerschnittenen Flache. Damit ver- 
schwindet der dreifache Punkt, dafur tritt einerseits eine ge- 
schlossene Doppelcurve gleicher Endenschaltung auf, anderseits 
wird aber die Zahl der nicht zerstuckenden Buckkehrschnitte um 
1 erhoht, so dass die Totalkrummung ungeandert bleibt. ImAn- 
fang eines raumlichen Koordinatensystems XTZ haben wir einen 
solchen dreifachen Punkt. Fig, IB zeigt die vorgenommene TJm- 
schaltung, dabei ist aber die dritte Ebene yz der Deutlichkeit 
wegen fortgelassen. Der neue nicht zerstuckende Ruckkehrschnitt 
ist eingezeichnet, doch ist es am praktischsten, ihn in die ent- 
stehenden Kanten zu legen. In ganz analoger Weise verfahren 
wir bei mehrfachen Punkten und erhalten das Resultat : Mehrfache 
Punkte andern die Curvatura integra nicht. 

Damit haben wir den allgemeinsten Ausdruck fur die Curva- 
tura integra erhalten. AUe sonst noch vorkommenden Besonder- 
heiten erledigen sich auf das einfachste durch Anwendung der 
bisher benutzten Methoden. Wir konnen unser Resultat dahin 
zusammenfassen : 

Die Curvatura integra einer geschlossenen zwei- 
seitigen Flache mit n nicht geschlossenen Doppel- 
curven ist ; 

G = JBl • 23r + w • 43r. 

Nehmen wir an, .es sei w = und die Voraussetzung B er- 
fullt, so gUt anderseits : 

C = D-2jr = {E-S)'2jc, 
woraus folgt: 

K= E^S, d. h. 

Die Charak teristik einer Flache ist gleich der 
Differenz der Extreme und stationaren Punkte. 

Wir werden im folgenden Capitel, in dem wir uns mit der 
Curvatura integra und der Topologie von einseitigen Flachen be- 
schaftigen, Grelegenheit haben, von dieser Relation ausgiebigen 
Gebrauch zu machen. 
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§ 6. Specialisation auf Polyeder. 

Wir wollen noch kurz auf eine Anwendung unserer Besoltate 
hinweisen, zu der uns die Definition der Aequivalentkriimmung 
befahigt. Auf Grund dieser Definition gelten namlich die liber die 
Curvatura integra der Plachen abgeleiteten Satze auch fiir Po- 
lyeder, und sie sagen dort nichts anderes aus wie den bekannten 
Eulerschen Satz mit seinen verschiedenen Erweiterungen, den 
Heee'schen Formeln u. s. w. Unsere Resultate geben uns so Ge- 
legenheit, die Resultate des Teils der Polyederlehre, der sich mit 
den Relationen an allgemeinen Polyedern befasst, in einheitlicher 
Weise zusammenzufassen und vielleicht den Geltungsbereich dieser 
Beziehungen zu erweitern. Man sieht hier, dass die Polyeder 
auch in quantitativer Beziehung nur Specialfalle von Flachen sind, 
worauf man bisher meiner Ansicht nach nicht genugendes Gewicht 
gelegt hat. Besondere Vorsicht erfordern bei dieser Specialisation 
die Enden von Doppelcurven. durch deren Betrachtung man die 
Hess'schen Formeln erhalt. 

Wir wollen hier nur als Beispiel den bekannten sogenannten 
;,erweiterten Eulerschen Satz^^ ableiten. Dieser lautet: 

e+f-Jc = 2'-2p+q. 

Dabei bedeutet : e die Zahl der Ecken, f die der Flachen, k die 
der Kanten, p das Geschlecht des Polyeders (als Flache aufgefasst) 
und q die Zahl der Querschnitte, die notig sind, um die begren- 
zenden Polyederflachen in einfach zusammenhangende ebene BlStter 
zu zerlegen. Diese Bezeichnungen behalten tnr im Folgenden bei. 
Dabei setzen wir voraus, dass unser Polyeder keine endenden 
Doppelcurven enthalte, dass also nur Ecken von der „Art 1" vor- 
kommen. 

Zu der Curvatura integra des Polyeders geben dann die 
Flachen und Kanten keinen Beitrag. Die Curvatura integra eines 
Polyeders ist also gleich der Summe A der Aequivalentkrtimmungen 
At der Ecken : 

A = i^A, = (l-i)).4;r. 
1 

Die Aequivalentkrummung einer Ecke ist nun gleich der Appertur 
der zur Ecke gehorigen Polarecke, (die in der richtigen Weise als 
positiv oder negativ aufzufassen ist). Sind a/, j8^', ., . . fij die 
Winkel des spharischen n<-Ecks, das von der Polarecke zur Ecke 
i aus einer um ihre Spitze gelegten Kugel vom Radius 1 aus- 
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geschnitien wird, so ist: 

A = («; + A'+y;+-+«i)-(^-2).«. 

Die Winkelsamme : 

« + A'+y; + - •••+«;) KWinkel) 

ist nun nach bekannten Satzen gleich n^'n; vermindert um die 
Summe der w, Flachenwinkel cc^, Bt, , . . . , «< an der zur Polarecke 
gehorigen Ecke, also: 

Die Curvatura integra A des Vielecks ergiebt sick, indem man 
fiber alle Ecken e smnmiert: 

i 

Setzen wir die Winkelsumme 

so ist: 

W = 2c3r-(l-jp).43r. 



Das ist die fundamentale Relation^ die ans nnseren Formeln folgt, 
und von der der Eulersche Satz bloss eine Umformung ist, die 
man durch Elimination von W erhalt. 

Die Summe W^ der Winkel eines ebenen w,-Ecks, das durch 
q^ Querschnitte in ein einfach berandetes ebenes Blatt verwandelt 
wird, ist: 

W, = {m,+2q^)'n;-2n. 

Die Summe W aller Winkel des /-Flacks ist demnack: 

T^ = 2 TF, = :^[(m, + 2g>-2ar]. 
Offenbar ist nun: 

2w, = 2k, 

d. b. gleich der doppelten Zahl der Eanten des Polyeders. Setzen 
wir noch : 

so ergiebt sich: 

W = ^Jt+2qn-2fn. 

Setzen wir dies in die Fundamentalrelation ein, so erhalten wir 
indem wir nock durch 2n dividieren und ordnen: 

e + f-Jc = 2-2p+g, 

3 
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womit wir in der That den bekannten erweiterten 
Eulerschen Polyedersatz gewoijen haben. Auf die- 
selbe Weise kann man nun die entsprechenden Satze in allge- 
meineren Fallen ableiten, worauf wir aber hier, wie schon gesagt, 
verzichten. 



Oapitel III. 

Die einseitigen FISchen, ihre Curvatura Integra und ihre Topologie. 

§ 1. Die Auffassung der einseitigen Flachen und 

ihre Curvatura Integra. 

Unter einer einseitigen Flache vecsteht man bekanntlich eine 
solche Flache, bei der es geschlossene Wege giebt, langs deren 
sich die Normale umkehrt Die Exiatenz e i n e s solchen Weges 
zieht die beliebig vieler anderer nach sich. 1st die Maximalzahl 
der Rtickkehrschnitte, langs deren sich die Normalen umkehren 
und die einander nicht schneiden, ^i, so ist die Charakte- 
ristik K der Flache : 

denn ein Riickkehrschnitt zweiter Art zerstuckt nie. Je zwei 
dieser Schnitte zweiter Art lassen sich zu einem Schnitte erster 
Art zusammenfassen, was mit dem Ausdruck flir die Charakte- 
ristik: K = 2— tf'— 2tf im Einklang steht, Wir sehen, wahrend 
die Charakteristik geschlossener zweiseitiger Flachen stets gerade 
ist, kann hier sehr wohl die- Charakteristik ungerade sein. Mit 
solchen besonderen einseitigen Flachen werden wir uns spater naher 
befassen. 

Inbezug auf die Gestalt der einseitigen Flachen ist zu be- 
achten, dass geschlossene qinse^itige Flachen notwendig Doppel- 
curven haben. Dieser Satz ist fur algebraische Flachen bewiesen 
bei Darboux^). Er lasst sich leicht anf beUebige geschlossene ein- 
seitige Flachen ausdehnen. Mit ihm Equivalent ist der Satz : Eine 
geschlossene Curve, langs deren sich die Normale umkehrt, muss 
Doppelcurven eine ungerade Zahl von Malen uberschreiten ^). 



1) Darboux, Legans sur la. Throne g^n^rale dens Surfaces, Bd. \\i pg. 360. 

2) Der Beweis ergiebt sich dadurch, dass man die einzelnen von der Flache 
begreDzten Raume, abwechselnd mit positivem and negativem Zeichen versieht, 
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Fiir die einseiiigen Flachen gebrauchi man ausser diesem 
Ntoietfc fiioch die Bezeiehnong ^Doppelflathe** ^). Den beiden Be- 
zeicbnungen entspricht eine versckiedene Anffassting desselben Ge- 
genstandes. Bei ciner ^einseitigen Flache* unterscheiden wir in 
der Ilmgebnng einesPnnktes innere nnd aossere Seite der 
Flache, gerade wie bei den zweiseitigen Flachen. Der Unter- 
schied liegt darin, dass wir bei den einseitigen Flachen von der 
ansseren znr inneren Seite gelangen konnen ohne den Mantel zu 
durchdringen^, was bei den zweiseitigen Flachen unmoglich ist. 
'Die gesamte einseitige Flache hat deshalb nicht 2^ei Seiten. Eine 
Curve denkt man sich nicht „auf** sondem ^in" der Flache ge- 
zogen, so dass sie gleichzeitig anf den beiden Seiten erscheint. 
Ein Riickkehrschnitt zweiter Art ist nach einmaligem Umlauf ge- 
schlossen. Mit dem Namen ,,Doppelflache'' verbindet man die 
Vorstellung, die einseitige sei durch eine zugehorige zweiseitige 
Flache ersetzt. Tragen wir auf den Normalen einer Flache nach 
beiden Seiten hin das beliebig kleine Stiickchen s ab, so be- 
kommen wir eine Parallelflache. Bei zweiseitigen Flachen be- 
steht diese ans zwei getrennten Manteln, bei einseitigen Flachen 
bios ans einem Mantel. Man konnte fligUch ein- and zweiseitige 
Flachen onterscheiden als Flachen mit ein- nnd zweischaligen 
Parallelflachen. Wenn man eine einseitige Flache eine Doppelflache 
nennty so denkt man dabei an diese zweiseitige einschalige Paral* 
lelflache, bei der man sich s nach hin abnehmen denkt. Ein 
Biickkehrschnitt zweiter Art ist auf ihr nach zweimaligem Um- 
lauf geschlossen. Wir wollen dementsprechend die Bezeich- 
nungen einseitige Flache und Doppelflache auseinanderhalten. Die 
letztere ist, wie wir noch einmal hervorheben, ein zweiseitiges 
Surrogat der einseitigen Flache. Fasst man die einseitigen Flachen 
als Doppelflachen auf, so 'muss man consequenter Weise auch alle 
zweiseitigen Flachen durch ihre unendlich benachbarten Parallel- 



dann zeigt, dass das Vorzeichen der B&ume eindeutig bestimmt ist, (wobei man 
den Aussenranm positiv nimmt), dutch einen Flachenmantel geltrennte ^aume also 
stets verschiedenes Vorzeichen haben. Darauf verfolgt man bei einem Schnitte 
zweiter Art einen Normalpunkt, der von ihrem Fosspnnkt nm ein Stiickchen e 
entfemt ist. Der Ponkt moss eine ungerade Zahl von Manteln durchdringen. 
Vergl. anch pg. 45. 

1) Die Namen einseitige Flache, Flache mit nmkehrbarer Normale, Fl&che 
mit umkehrbarer Indikatri sind gleichbedeutend. Wegen der dem letzten Namen 
zn Qrttnde liegenden Vorstellung, die die Einseitigkeit als eine ^innere'' Eigen- 
schaft der FlS.eh6 zeigt, vergl. Elein, Math. Anm. IX. pg. 479. Dyck, ai. a. 0., 
pg. 474. 

3* 
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flachen ersetzen nnd ihnen die doppelte Charakteristik geben. 
Auch die Curvatnra integra der zweiseitigen Flachen ware dann 
zu verdoppeln. Uebertragen wir die einseitigen Flachen auf die 
Kugel, so entsprechen jedem Flachenpunkte zwei einander diame- 
tral gegenuberliegende Punkte der Kugel. Die Totalkrmnmung 
G der einseitigen Flache ist identisch mit der der Doppelflache. 
Um sie mit der Curvatura integra zweiseitiger Flachen vergleichen 
zu konneU; miissten wir diese also mit zwei multiplicieren. Statt 
dessen wollen wir aber die Curvatura integra G der einseitigen 
Flachen durch zwei dividieren und die erhaltene Zahl C fernerhin- 
kurz Curvatura integra der einseitigen Flache, G Curvatura in- 
tegra der Doppelflache nennen, so dass ist: C = ^ C. 

Die Totalkriimmung C der einseitigen Flache be- 
stimmt sich also durch die Totalkriimmung G der 
Doppelflache. Da diese aber zweiseitig ist, sogelten 
fiir sie die im vorigen Capitel gefundenen Werte, 
und es handelt sich hier nur darum, die Charakteristik K der 
Doppelflache auszudriicken durch die K der einseitigeu Flache, 
und zu sehen, wie sich die Doppelcurven auf die Doppelflache 
iibertragen. 

Nehmen wir an, auf der einseitigen Flache seien alle Riick- 
kehrschnitte erster Art durch die zweiter Art ersetzt. Deren Zahl 
sei fi jn. Dann ist: £ = 2— <y'j„. Nach Ausfiihrung dieser Schnitte 
giebt es keinen Weg mehr von der einen Seite auf die andere, die 
zugehorige Doppelflache besteht dann aus zwei getrennten Blattern. 
Damit die Doppelflache nicht zerfallt, mussen wir noch eine Bahn 
offen lassen, die die beiden Seiten verbindet. Ich darf also bloss 
^^— 1 Schnitte legen. Jeder dieser Schnitte erscheint auf der 
Doppelflache als Ruckkehrschnitt erster Art. Danach ist ihre 
Charakteristik K\ 

K = 2-2(<y'^-l) = 2 (2-<y'^) 
K = 2K 

Die Curvatura integra der Doppelflache ist nun: 

G = JK:'.2^-f-m.47c, 

wo m in noch zu bestimmender Weise von den Doppelcurven der 
eiuseitigen Flache abhangt. Eine geschlossene Doppelcurve A des 
Typus a (vergl. II. § 5) liefert auf der Doppelflache vier solche 
Curven 1, 2, 3, 4 (siehe Fig. 16). Finer geschlossenen Doppelcurve 
vom Typus e entspricht auf der Doppelflache eine Curve 
vojn Typus a. Denn erst nach dem Durchlaufen von 2, 3, 4 
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(Fig. 16) komme ich nach 1 zurUck und zwar mit der ur- 
spriinglichen Configuration der Normale. Daraus folgt: Ge- 
schlossene Doppelcurven der einseitigen Plachen andern die Cur- 
vatura integra der Doppelflache nicht. Anders ist es natiirlich 
mit den offenen Doppelcurven. Eine offene Doppelcurve a mit 
gleicher Endenschaltung liefert, wie die Anschauung lehrt, auf der 
Doppelflache zwei entsprechende offene Doppelcurven 1, 2 und eine 
geschlossene Doppelcurve 3, die in Fig. 17 a schematisch gezeichnet 
sind. In jedem Ende einer Doppelcurve 6 mit ungleicher Enden- 
schaltung hat nun die Doppelflache dasselbe Aussehen wie 
bei den Enden von a, nur die Lage der Enden inbezug auf- 
einander ist gedreht, so dass einer Doppelcurve h mit ungleicher 
Endenschaltung zwei Doppelcurven mit gleicher Endenschaltung 
entsprechen (s. Fig. 17 b). Jede offene Doppelcurve erhoht dem- 
nach die Curvatura integra der Doppelflache um 2 . dir. Demzufolge 
ist: 

C = J5:'.2;r+2w.4;r, 

wo n die Zahl der offenen Doppelcurven der einseitigen Flachen 
ist, oder da: 

C = K'2^+n'4n;. 

Mehrfache Punkte iibertragen sich auf die Doppelflache; sie andern 
die Curvatura integra dieser und dementsprechend die der ein- 
seitigen Flache nicht. 

Wir haben also fiir die Curvatura integra der 
einseitigen Flache dieselbe Formel gefunden, wie 
fiir die Totalkrummung der zweiseitigen Flachen, 
wenn wir die Curvatura in der besprochenen Weise auffassen. 

Bei Flachen, die die Voraussetzung B erfiillen, also keine 
Singularitaten haben, ist: 

wo E'j jS' die Zahl der Extreme, resp. stationaren Punkte der 
Doppelflache bezeichnet. Jedes Extrem und jedes Maximinimum 
der einseitigen Flache liefert nun zwei entsprechende Punkte 
der Doppelflache, so dass wir fiir die Charakteristik JT, und die 
Anzahl E und S der Extreme und Sattelpunkte der einseitigen 
Flache die Relation haben: 

K = ES. 
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Damit jbaben wir die Corv^iitura int^ra der einaeitigen FlScben 
erledigt. Wir haben aber ^uletzt eine Annafame gemacht, namlidli 
die, dass einseitige Flachen ohne Singnlaritaien iiberb^Qpt e^stieren. 
Meines Wissens sind bisher bloss singnlaritatenfreie einseitige 
Flachen gerader Charakteristik beka^Qt, wahrend man die nnge- 
rader Charakteristik nicht kannte. Langere Zeit glanbte ich in 
der That, ihre Existenz verneinen za mjissen. Aber gerade die 
eben abgeleitete Relation fiihrte mich anf eine Methode zur Con- 
strnktion solcher Flachen. Diese Methods will ich im Folgendeo 
entwickeln, yorher aber knr^ anf die Grestalten von ein- and zwei^ 
seitigen Flachep iiberhanpt eingeh^n, um so ein abgerondetea Bill 
der Formen aller gescUossenen Flachen zi| geben. 



§ 2. Die Gestalten der gesehlossenen Flachen mit 
Ansnahme der singnlaritatenfreien Flachen 

nngepc^der Charakteristik. 

Die singnlaritatenfreien ^w^iseitigen Flachen 
hoheren Znsammenhangs erhalt man bekanntlich dnrch Ansetzen 
von Henkeln an die Kngel. Die einfachsten Reprasentanten der 
zweiseitigen Flachen mit Singnlaritaten sind die Rie- 
mannschen Blatter anf der KageL Diese Typen der zweiseitigen 
Flachen sind jft aUgemein bekaant. 

Weniger bekaimt sind die Gestalten der einseitigen Flachen. 
Bevor wir aber zn der Topologie der singnlaritatenfreien ein- 
seitigen Flachen gerader Charakteristik libergeben, miissen wir 
im Anschlnss an Dyck noch einige Worte liber die Rttckkehr- 
schnitte erster Art sagen. Man kann bei ihnen noch zwei TJnter- 
arten nnterscheiden. Wenn wir eine Reihe von fruher zusammen- 
hangenden Pnnkten anf beiden TJfern eines solchen Schnittes mit 
gleichen Zahlen bezeichnen, nnd nach Ansfiihrnng aller Riickkehr- 
schnitte dai^i Blatt in die Ebene deformieren, so bemerken wir, 
dass die Reihenfolge der Fnnkte zweier ans einem Schnitt ent- 
standener Rander inbezng anf einander eine zweifache sein kann. 
Liegt der eine Rand ganz innerhalb des anderen, so konnen die 
entsprechenden Punkte beider RSnder mit gleichem oder entgegen- 
gesetztem Drehongssinn anfeinander folgen, Wir nennen ent- 
sprechend die Rander gleichsinnig oder ungleichsinnig anfeinander 
bezogen nnd bezeichnen die Zahl der Schnitte, die gleichsinnig 
anfeinander bezogene Rander liefern, mit (Jj, die der anderen mit 
«,. Liegen die zusammengehorigen ESnder nicht in-, sondern neben- 
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einander, so ist der Drehnngsinn, in dem zusakumengehorige Fankte 
aafeinander folgen, bei gleichsinnig bezogenen Bandern der ent- 
gegengesetzte, bei ungleichsinnig anfeinander bezogenen der gleiche. 

Die bekannteste einseitige Flache ohne Singularitaten ist die 
Flache, die man erhalt, wenn man einen Schlauch umbiegt, das 
eine Ende durcb die Wandung hindurchsteckt und im Inneren 
weiterfiihrt und dann die beiden Rander aneinanderheftet ^). Die 
Charakteristik dieser FlSche ist 0; die Curvatura Integra ent- 
spredbend auch 0. 

Einfacher und im engeren Anschluss an die zweiseitigen 
Flachen verfahrt man, wenn man auch bier an die Kugel Henkel 
ansetzt, diese Henkel aber die Kugelflache einmal durchdringen 
lasst (s. Fig. 18). Der Schnitt a in der Figur verwandelt die 
Flache in ein ebenes Blatt. Er liefert ungleichsinnig anfeinander 
bezogene Rander. Indem man beliebig viele solcher und gewohn- 
licher Henkel ansetzt, kann man 6^ und <y, beliebig vorge- 
gebene Werte geben. Man kommt dabei auch mit einer einzi- 
gen Doppelcurve aus, wenn man statt von der Kugel von der 
Flache ausgeht, die man durch Rotation der in Fig. 19 aus- 
gezogenen Curve um die Achse r erhalt. Die punktierten 
Curven deUten die Henkel an. Jeder Henkel a liefert einen Schnitt 
tf, , jeder Henkel 6, V einen solchen 6y Naturlich muss mindestens 
ein Henkel a vorhanden sein, wenn die Flache einseitig sein soil. 
Da ich nun Schnitte 6^ und tf, (bei Anwesenheit mindestens eines 
Schnittes tf,) immer ersetzen kann durch eine doppelte Anzahl von 
Buckkehrschnitten zweiter Art, so lasst sich zu einem beliebig 
vorgegebenem System 6^ , tf , und geradem <y' immer eine singulari- 
tatenfreie Flache finden. 

Gehen wir jetzt zu Flachen mit endenden Doppelciirven uber. 
Mit Hiilfe solcher Curven lassen sich nun auch Flachen ungerader 
Charakteristik construieren. Es sind sogar geschlossene algebra- 
ische Reprasentanten dieser Flachen von der Charakteristik 1 be- 
kannt: Die Steiner'schen FlSchen mit einer oder drei reellen 
Doppelgeraden. 

Wir denken uns ein flaches Rotationsellipsoid, pressen die obere 
und untere Seite vom Aequator aus auf den Mittelpunkt zu zu- 
sammen, sodass sich die nordliche und siidliche ^Hemisphare^ 



1) Vergl. Weicbold: Ueber symmetrische Biemann'sche Flachen and die 
Periodicit&tsmodulii der zugebOrigen Abelscben Normalintegrale erster Gattnng. 
(Diss. Dresden 1883. Abgedr. in Schldmiichs Zeitscbrift, Bd. 28). 
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langs einer Strecke der Aequatorialebene berUhren, zerschneiden 
langs dieser Strecke nnd heften diese Bander kreuzweise anein- 
ander (s. Fig. 20). Wir erhalten eine Flache von der Charakte- 
jistik 1. Der eine Biickkehrschnitt zweiter Art ist eingezeichnet. 
Die Flache ist im wesentlichen identisch mit der Steiner'schen 
Flache mit einer reellen Geraden. Ihre Curvatura Integra ist 
C = Qn. Die Doppelcurve ist eine solche mit ungleicher Enden- 
schaltung. Durch Vermehrung dieser Doppelcurven a, a' (Fig. 21a) 
lasst sich & beliebig erhohen. Je zwei solche Curven konnen er- 
setzt werden durch eine mit gleicher Endenschaltung. Ich erhalte 
dieselbe, wenn ich die zwei Doppelcurven a a' verschiebe (Fig. 
21b) bis sie einander beriihren, was in einem Selbstberiihrungs- 
punkte der Flache geschieht, und iiber diesen hin die Doppelcurven 
in bekannter Weise umschalte (s. Cap. 11, § 5). Die Deformation 
ist voUkommen stetig^). Der Process ist angedeutet n Fig. 21- 
a — c. Das Vorhandensein der Doppelcurve a in Fig. 21 c beein, 
flusst die Charakteristik der Flache nicht. Lassen wir sie fort, 
so erhalten wir den Typus Fig. 21 d mit der Doppelcurve c mit 
gleicher Endenschaltung. Diese Doppelcurven c konnenwir beliebig 
vermehren, wodurch jedesmal die Charakteristik um zwei sinkt*). 

Durch geeignete Combination der bisher gegebenen Typen lassen 
sich alle bekannten Flachen darstellen. Wie wir sehen, fehlen 
die singularitatenfreien Flachen mit ungerader Charakteristik, mit 
denen wir uns im nachsten Paragraphen beschaftigen woUen. 



§ 3. Methode zur Eonstruktion singularitatenfreier 
Flachen vorgeschriebener Charakteristik. 

Wir haben in Cap. 11, § 5 und Cap. in, § 1 erkannt, dass 



1) Naturlich musste die ToUkommen stetige Deformation erst ftir Flachen 
mit endenden Doppelcurven in geeigneter Weise definiert werden. 

2) Eine entsprechende Flache derselben Charakteristik und Totalkriimmung 
erh&lt man, wenn man eine Ellipse mit den Achsen a-f-c\ c' um eine Gerade 
rotieren l&sst, die in ihrer Ebene im Abstande r der grOsseren Acbse der Ellipse 

parallel ist, und dabei c' sich S.ndem l&sst, indem man setzt: c' = c sin — 

{a>c,r>c)^ wo tp der Winkel der Ebene der Ellipse mit einer durch die Ro- 
tatioDsachse gehenden festen Ebene ist. Wegen ihrer Aehnlichkeit mit einer 
Rotationsfl&che l&sst sich diese Fl&che leicht aufiassen. Einseitige Ro- 
tation sf IS. c hen selbst existieren nicht, wenn sie nicht einen in die 
Rotationsachse fallenden Doppelpunkt haben, in dem die Fl&che in erster An- 
n&herung durch einen Doppelkreiskegel dargestellt wird. 
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die Charakteristik aller singularitatenfreien Flachen, d. h. aller 
Flachen, die der Yoraussetzung B genugen, die Relation erfiillt: 

K = ES 

Diese Beziehung giebt uns nun ein Mittei, die Construktion 
von Flachen gegebener Charakteristik zuriickzufiihren auf die Con- 
struktion von ebenen Corvensystemen mit bestimmten Eigenschaf- 
ten. Denken wir uns namlich eine Ebene z = const parallel mit 
sich im Sinne der wachsenden e bewegt, so schneidet sie aus 
einer Flache in jedem Augenblick ein Curvensystem aus. Dieses 
Curvensystem andert sich bei der Bewegung der Ebene im Allge- 
meinen vollkommen stetig. Nur bei Beruhrungen der Ebene mit 
der Flache tritt eine Unstetigkeit in der Deformation des Curven- 
systems ein, und zwar entsteht oder verschwindet bei Beruhrungen 
in einem Minimum resp. Maximum je eine ovalformige Curve, 
wahrend uber die Beriihrung in einem stationaren Punkt hin eine 
Umschaltung in unserem System eintritt. Im Allgemeinen werden 
sich dort zwei getrennte Curven zu einer vereinigen, oder eine 
Curve wird sich in zwei trennen (s. Fig. 22). Findet das nun 
in jedem stationaren Funkte statt, so hat die Flache notwendig 
eine gerade Charakteristik. Sind namlich m^ Minima, m. Maxima 
vorhanden, so miissen liber |mj--Wj| stationare Punkte hin die m^ 
Ovale in w, verwandelt werden. Jeder neue stationare Punkt 
andert die Zahl der Ovale, und da w, Ovale verschwinden und 
verschwinden miissen, so muss sein Einfluss wieder riickgangig 
gemacht werden, so dass die librigen stationaren Punkte notwendig 
in gerader Zahl 2n vorhanden sind, also ist: 

K = E—S = mj + m,— (Kwj— m,)| + 2w), 

was immer eine gerade Zahl ist. 

Wenn wir also singularitatenfreie Flachen ungerader Charak- 
teristik erhalten wollen, so miissen wir eine Umschaltung finden, 
die die Aufeinanderfolge der Telle einer einzig en geschlosse- 
nen Curve andert. Zu dem Zwecke betrachten wir eine Um- 
schaltung gcnauer. 

J-i , , , jBj , , , Cj , J , Dj , , , seien Stiicke eines Curvensystems in 
der Umgebung des stationaren Punktes (s. Fig. 23). Die Indices 
1, 2 bezeichnen die Enden der Stiicke A, B, C, D, Wir nehmen an, 
wahrend des Ueberganges liber den stationaren Punkt fanden nicht 
gleichzeitig in anderen Teilen der Curve Umschaltungen statt. 
Es ist keine Beschrankung, wenn wir annehmen, vor der Um- 
schaltung sei A^ mit £,, nachher mit D, verbunden. Das Ende 
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A^ kann dann zusammenhangen mit B^^ C^j D^, Man sieht nun 
leicht, dass, wenn A^ mit £^ oder D^ zusammenhangty stets eine 
Yereinigung reap. Trennung yon geschlossenen Curven 
statt hat, dass dagegen, wenn A^ mit C^ verbunden ist, stets eine 
Umschaltung innerhalb einer geschlossenen Curve 
stattfindet. Im Augenblicke der Beriihrung haben wir in den 
Brsten Fallen stets eine Curve mit einem Doppelpunkt im statio- 
naren Punkt (siehe Fig. 22), wogegen im letzten Falle dann A und 
C einerseits, B und D anderseits zwei getrennten Curven ange- 
horen, die sich im stationaren Punkte schneiden. Da diese Curven 
notwendig noch einen anderen Punkt gemein haben mussen, der 
beim Uebergang fiber den stationaren Punkt erhalten bleibt, so 
erkennt man hier uumittelbar, dass die geschlossenen Flachen un- 
gerader Charakteristik Doppelcurven enthalten miissen. (s. Fig. 
25 f). Um die verlangte Umschaltung zu finden, brauchen wir 
also bios bei zwei ebenen sich schneidenden Curven einen Dopjiel- 
punkt aufzufassen als hervorgegangen aus der Beriihrung in einem 
stationaren Punkte und dementsprechend zwei Umschaltungen vor- 
zttnehmen. Die entstandene Curve miissen wir dann durch voll- 
kommen stetige Deformation unter Zuhiilfenahme gewShslicher 
Umschaltungen aus Ovalen erzeugen und in solche wieder zuriick- 
verwandeln. Dabei leisten uns die Eesultate von Cap. I gute 
Dienste. Wir sehen, wie einem Curvensystem in der Ebene eine 
Flache entspricht, und welcher Art die Umschaltungen in dem 
Curvensystem sein miissen, wenn die Flache eine ungerade Charak- 
teristik haben soil. Auf die Ableitung von weiteren Regeln, die 
sich auf dieses Erzeugen von bestimmten Flachen beziehen und 
deren Kenntnis uns des Probierens iiberheben wiirde, wollen wir 
verzichten. Denn wenn wir erst eine Flache mit ungerader 
Charakteristik erhalten haben, ergeben sich alle die mit niederer 
Charakteristik durch Veranderung dieser Flache (Ansetzen von 
Henkeln u. s. w.). Die Charakteristik 1 ist nun die grosste, die 
einseitige Flachen tiberhaupt haben konnen. Mit der Aufstellung 
einer singularitStenfreien Flache von der Charakteristik 1 ist also 
gezeigt, dass alle einseitigen und zweiseitigen Flachen beliebiger 
Charakteristik in der That geschlossene singularitatenfreie Kepra- 
sentanten haben. Nur eine Frage wollen wir hier noch erledigen. 
Wenn die DifFerenz E—S ungerade ist, so wissen wir, die Flache 
ist einseitig. Giebt es vielleicht eine Regel, nach der wir auch 
fiir beliebige gerade Werte von E—S unmittelbar aus dem Curven- 
system heraus erkennen konnen, ob die Flache einseitig ist ? Diese 
ganz einfaohe fi.egel, deren Eichtigkeit man unmittelbar aos der 
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Definition d^r ainseitigen Flaehen erschliesst, lautet folgender- 
xaaasen: 

. Das erste Oval, das entsteht, wenn die Ebene sich aus dem 
un^adlicben her fiber die Flache hin bewegt, versehen wir will- 
kurlich mit einem bestimmten Durchlaofangssinn und nennen eine 
solche mit einem Durchlaufongssinn versehene Curve ^gerichtet^. 
Teilt sich diese gerichtete Curve, so behalten wir fur jeden Teil 
die Eiichtung bei, vereinigt sie sich mit anderen nicht gerichteten, 
so geben wir den hinzukommenden Teilen dieselbe Bichtung. Sind 
in einer Curve vor ihrer Vereinigung mit einer gerichteten schon 
IJmschaltungen vorgehommen, so durchlauft man diese ruckwarts 
und versieht jede Curve mit ihrem bestimmten Sinne. Schliesslich 
wird es vorkommen, dass sich schon gerichtete Curven vereinigen, 
Wenn der fiichtungssinn aller durch Vereinigung von gerichteten 
Curven entstehenden Curven dann stets in alien Teilen der gleiche 
ist, so ist die Flache zweiseitig; kommt es vor, dass sich zwei 
gerichtete Curven so vereinigen, dass der Durchlaufungssinn bei 
einzelnen Teilen der entstehenden Curve verschieden ist, so ist 
die Flache einseitig'). 

Hieraus ergiebt sich leicht der Satz, dessen Beweis in § 1 
dieses Capitels in anderer Weise angedeutet wurde: 

Jede geschlossene einseitige Flache muss Doppelcurven ent- 
halten. 

Aus dieser Regel folgt auch, dass Flaehen, bei denen beim 
Uebergang fiber stationare Punkte Umschaltung innerhalb einer 
Curve statt hat, stets einseitig sind ; (bisher wussten wir das erst 
fur Flaehen, bei denen eine ungerade Anzahl solcher IJmschal- 
tungen stattfindet). Nehmen wir namlich an, der Durchlaufungs- 
sinn sei gerichtet von B nach A (Fig. 24), so folgt, da J. an C 
hangt, dass er von G nach D geht. Nach der Umschaltung haben 
dann die Telle der Curve einen verschiedenen Durchlaufungssinn. 

Nehmen wir nun nicht an, dass in einer Horizontalebene 
immer bios ein stationarer Funkt liegt, sondern dass einzelne 
Ebenen in mehreren stationaren Punkten gleichzeitig berfihren, so 
treten verschiedene Umschaltungen gleichzeitig ein. Nehmen wir 
an, alle stationaren Punkte liegen in einer Ebene. Soil dann 



1) Berucksichtigt man nur die Thatsache der Vereinigung gerichteter Gur- 
Ten, 80 l^sst sich leicht der Wert der DifiPerenz E — S fiir FlS.chen gegebenen 
Ge9chlecbtes bestimmen. Fur Flaehen yom Geschlechte p = o ergiebt sich aus 
der Thatsache, dass gerichtete Caryen sich nie yereinigen dUrfen, leicht; 
i7-.£f=2. Vergl. Cap. U § 2. 
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die Flache eine ungerade Charakteristik haben, so muss sich beim 
Uebergang iiber diese stationaren Punkte die Zahl der geschlosse- 
nen Curven andern und zwar so, dass die Anzahl der neu ent- 
standenen oder verschwindenden Curven um eine ungerade Zahl 
verschieden ist von der Zahl der stationaren Punkte. 1st also a^ 
bezw. a, die Zahl der geschlossenen Curven vor bezw. nach der 
Beriihrung in den stationaren Punkten, n die Zahl der letzteren, 
so muss sein: 

a, — ttj = n + 2m + lj 

wo m eine positive oder negative ganze Zahl ist. (Vergl. als Bei- 
spiel das in Fig. 27 dargestellte Curvensystem). 

Gehen wir jetzt zur Betrachtung der Flache von der Charak- 
teristik 1 liber. 



§ 4. Die Flache der Charakteristik JE == 1. 

Die Flache ^=1, die vom Standpunkte der Analysis situs 
gleichwertig neben den anderen Flachen ungerader Charakteristik 
steht, besitzt vom Standpunkte der Geometric aus noch ein be- 
sonderes Interesse. Wie namlich bekannt, ist die in projektivem 
Sinne aufgefasste Ebene, „die projektive Ebene", eine Flache mit 
der Charakteristik 1. Auf ihr existiert ein Riickkehrschnitt 
zweiter Art, der nicht zerstiickt, und zwar kann jeder unpaare 
sich selbst nicht schneidende Curvenzug als solcher fungieren. 
Nun ist bei geschlossenen einseitigen Flachen die Gleichheit der 
Charakteristik die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, 
dass diese Flachen umkehrbar eindeutig aufeinander abbildbar sind. 
Die Fragestellung : „Existieren die singularitatenfreien Flachen 
ungerader Charakteristik?** ist also aquivalent mit der folgenden: 

„Giebt es eine singularitatenfreie ganz im Endlichen gelegene 
geschlossene Flache, auf die sich die projektive Ebene umkehrbar 
eindeutig abbilden lasst?*'^) 

Diese Flache wurde zur projektiven Ebene in demselben Ver- 
haltnis stehen, wie die Kugel zur complexen Zahlenebene. Wie 
die Kugel uns den Zusammenhang der Funktionen auch im Un- 
endlichen vor Augen fiihrt, so wiirden wir auf der gesuchten 



1) Vergl. meinen Aufsatz: „IJeber die Abbildung der projectiyen Ebene 
auf eine im Endlichen geschlossene singularitatenfreie Flache.'^ G5ttinger 
Nachrichten. 1901. Heft 1. 
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Flache die Gebilde der projektiven Geometric in. ihrer Gesamt- 
ausdehnung verfolgen konnen. 

Die Existenz der verlangten Flache ^=1 und damit die aller 
im Sinne der Analysis situs verschiedenen Flachen, wird bewiesen 
durch Aufstellung eines Curvensystems, flir das E—S = 1 ist. 
Wir setzen: 

1) E = 2,S = 1 

2) E = 4:,S = 3 

Wir wollen fiir diese beiden Wertepaare von E und S die zuge- 
horigen Curvensysteme und Flachen aufstellen, uns damit aber 
nicht begnugen, sondern fiir die in dem zweiten Wertsystem von 
E und S gehorige Flache eine andere Erzeugungsart darlegen und 
ohne Zuhilfenahme der Relation K = E—S einen einfachen Be- 
weis dafiir erbringen, dass die Flache die Charakteristik 1, d. h. 
bios einen Riickkehrschnitt zweiter Art hat. Denn wegen der 
selbstandigen Bedeutung der Flache scheint es wiinschenswert, 
einen solchen Beweis zu haben, zumal da ein solcher zu einem 
tieferen Verstandnis des Wesens der Flache fuhrt. 

Das Curvensystem, fiir das ^ = 2, /S = 1 ist, das also aus 
einem Oval entsteht und iiber ein solches hin verschwindet, und 
bei dem eine TJmschaltung stattfindet, wird dargestellt durch 
Fig. 25 a—o. Fig. 26 a, o und f zeigen bezw. die Beriihrung im 
Minimum, Maximum und im stationaren Punkt. Wir sehen, bei 
der letzteren zerfallt die Curve in zwei geschlossene Telle. Die 
iibrigen Curven zeigen, wie Fig. 26 e aus einem Oval entsteht, 
bezw. wie Fig. 25 g sich in ein Oval verwandelt. Denken wir uns 
eine aus einem Punkt entstehende Curve das ganze System durch- 
laufen und die die Curve tragende Ebene parallel mit sich selbst 
verschoben, so beschreibt das Curvensystem die gewunschte Flache 
von der Charakteristik 1. Fig. 26 a, b zeigen die FlSche und zwar 
zeigt 26 b die Ruckseite von Fig. 26 a, wie sie in einem hinter a 
aufgestellten Spiegel erscheinen wiirde. Die Punkte E^^ E^j 8^ 
stellen bezw. das Minimum, das Maximum und den stationaren 
Punkt dar. Die eingetragene Curve ist ein Schnitt, langs dessen 
sich die Normale umkehrt. Bei der Einfachheit des Schnittsystems 
brauchen wir wohl auf die Gestalt der Flache nicht naher einzu- 
gehen. Nur auf einen TJmstand woUten wir noch aufmerksam 
machen. Mit der geometrischen Construktion unserer Flache ist 
die immerhin befremdliche Moglichkeit der Existenz von singulari- 
tatenfreien Funktionen f{x,y) gezeigt, deren reeller Wertevorrat 
ganz im Endlichen liegt, und die zwei Extreme und ein Maxi- 



46 

miBinmm habeii. Di^ Existenz einer solchen Fnnktion wiirde dnreh 
ihre Aufstellang zu beweisen sein. Die G-leichiiBg lUifiereT HSche, 
wie der folgenden, wird mindestens vom sechsten G-rade. 

Wahlen wir jetzt das Werteystem E = 4, 8 = d^). Diese 
Anordnung giebt uns die Moglichkeit, der Flache eine dreizahlige 
Symmetrieachse zu geben, indem wir alien unseren Curven einefi 
Drehungsmittelpunkt von der Ordnung 3 geben — (er ist in den 
Piguren angedeutet) — , also die drei Minima und die drei statio- 
naren Punkte auf die Ecken gleichseitiger Dreiecke, ein Maximum 
in die Drehungsachse selbst legen. Das in Pig. 27. a— ^ wieder* 
gegebene Curvensystem stellt dieSchaltung in unserem Palie dar. 
Pig. 27 d zeigt den Augenblick der Beriihrung in den drei statio- 
nfiren Punkten; in Pig. 27 f sehen wir den dreifaehen Punkt der 
Plfiche. Die Curve in Pig. g verwandelt sich in ein Oval und 
verschwindet dann. 

Grerade wie die vorige Plache baut sich auch diese aus dem 
Qlierschnittsystem auf. Da dieser Aufbau aber hier der Anschau- 
ung grossere Schwierigkeiten macht, so woHen wir, wie schon ge- 
sagt, die Flache auf eine der Anschauung zuganglichere Weise 
entstehen lassen und im Anschluss daran beweisen, dasd sie bios 
einen Ruckkehrschnitt zweiter Art enthalt, nach dessen Aus- 
fiihrung sie in ein ebenes Blatt verwandelt werden kann. 



§ 5. Eine specielle PlSche JT = 1. 

Die Abbildung der projectiven Ebene auf efin« ge- 

sehlossene singularitatenfreie Plache. 

Bei der Erzeugung der dem Querschnittsystem Pig. 27 ent- 
sprechenden Plache bitte ich den Leser, die Operationen an den 
Piguren 28, a — d zu verfolgen, die sie viel einfacher darstellen, 
als es Worte zu thun vermogen. 

a. Aufbau der Plache K = 1. 
Wir nehmen drei cylinderf5rmige Schlauche von der Lstnge 
I und dem in Pig. 28 a sichtbaren Querschnitt, dessen TTmfang 
gleichfalls I sei. Der Querschnitt ist eine geschlossene Ciirve, die 
eine rechtwinklige Ecke hat. An der einen Seite verschliessen 
wir die Schlauche durch ebene ^Deckel", die die Erzeugeuden dfer 



1) Naturlich kdnnen wir dnrch AnbriDgen von Auswuchsen die Zahl you 
E und S bei der vorigen Fl9.che nm beliebige gleiche Zahlen erhOhen, erhalten 
dadurch aber kein wesentUeh neues QuerscbnittsyBtem. 
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Cylinder rechtwinklig schneiden. Diese Cylinder legen wir mit 
ihren geradlinigen Eanten („Cylinderkanten^ znm IJnterschiede von 
^Deckelkanten") an die negativen Aehaen eines rechtwinkligen 
xy e Eordinatensystems so, dass die an den offenen Schlauchseiten 
liegenden Enden der Cylinder kanten im Kordinatenanfang Uegen, 
die beiden Tangentialebenen in den Kantenpunkten jede mit einer 
der Kordinatenebenen zusammenfallt und die Cylinder ganz in 
einem Oktanten (—,—,—) liegen. 

In der Fmgebung des Anfangspunktes dnrchdringen sich die 
Cylinder. Den Teil jedes Cylinders, der in emem anderen liegt, 
schneiden wir fort nnd vereinigen die so entstehenden Bander. 
Die dadurch neu hinzugekommenen Kanten nnd Ecke denken 
wir uns gleichmassig abgerundet. Die Grerade, die mit den drei 
Achsen im Kordinatenanfang gleiche Winkel bildet, d. i. die Gerade, 
die im Kordinatenanfang auf der Ebene x+y + js =s senkrecht 
steht, ist dann eine dreizahlige Symmetrieachse unserer so erzeug- 
ten, einem Dreibein ahnlichen Flache, d. h. bei einer Drehung nm 
120^ urn diese Gerade kommt die Flache mit sich selbst zur 
Deckung. Die Randcurven der Deckel zeichnen wir nun dreimal, 
in jeder Kordinatenebene einmal, nnd zwar so, dass sie mit den 
Ecken im Kordinatenanfang liegen, und dass je eine von ihnen dort 

die positive J-Achse uud die negative Z^Achse, (-4), 

» » ^ f> V ii J) ^ T) i \-^h 

zur Tangente hat und zudem die Symmetric der Figur gewahrt bleibt. 
Wir nennen dies Curven entsprechend A^ B, C, die an der X, F, Z- 
Achse liegenden Schlauche A\ B\ C, Die Lage der Curven J., jB, C 
ist dan^ eindeutjig bestimmt, wenn wir verlangen, dass der Deckel 
von B' durch eine Drehung um 90^ auf uns zu urn die in Fig. 28 a 
gezeichnete Farallele x^ zur X-achse in eine solche Lage kommt, 
dass sein Band durch blesses Yerschieben langs der F-Achse mit 
A zur Deckung kommt, und die Curven B^ C so liegen, dass die 
Symmetric der Figur gewahrt bleibt. 

Wir biegen nun den Schlauch B' um die Curve B herum, so. 
dass die Cylinderkante in B fallt. (Fig. 28 b). Der Endpunkt der 
Kante fallt dann in den Kordinatenanfang, da ja die Lange der 
Kante gleich dem Umfang von B ist. Die Langen der ubrigen 
Erzeugenden dehnen wir so, dass der Deckel gerade in die XF- 
Ebene, sein Band also in die Curve A fallt. In dem Deckelrande 
soil der Sohlauch auf der XF-Ebene senkrecht aufsitzen. Von den 
zwei Schaaren von Tangentialebenen, welche die jetzt in B lieg^nde 
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Cylinderkante hat, soil die eine in die FZ-Ebene fallen, die andere 
auf dieser Ebene senkrecht stehen (vergl. Fig. 28 b). In derselben 
Weise legen wir den Schlauch A um die Curve J., den Schlauch 
O um die Curve C. (s. Fig. 28 c, d). 

In jeder der Curven J., JB, C liegt dann eine Deckelkante und 
eine Cylinderkante. Der Deckel des Schlauches B' bildet die 
Fortsetzung des auf der einen Seite der Cylinderkante von A* 
liegenden Mantelteiles, dessen Grrenztangentialebenen ja auch alle 
in der XF-Ebene liegen. Der Schlauch JB' selbst ist die Fort- 
setzung des anderen Mantelteiles von A. Entsprechend liegen die 
Mantel an den Curven B und (7. Wir zerschneiden nun langs der 
Curven A, By C die sechs Kanten und heften die Rander kreuz- 
weise aneinander. Damit ist die Flache fertig. In den Curven 
A, jB, C durchdringt je ein Cylinder senkrecht ein ebenes Blatt. 
Der Anfangspunkt ist ein dreifacher Punkt der Flache. Die sich 
dort durchdringenden Mantel haben die Kordinatenebenen zu 
Tangentialebenen. Wir sehen, unsere Flache ist singularitatenfrei. 
Die Curven JL, B, C bilden in ihrer G-esamtheit die einzige Doppel- 
curve unserer Flache. Gehen wir vom Kordinatenanfang in der 
Eichtung der negativen X-Achse aus, so durchlaufen wir sie in der 
Reihenfolge Ay By C. Das Curvensystem Fig. 27, das uns urspriing- 
lich die Flache lieferte, erhalten wir, wenn wir die Ebene 
x+y+£i = const liber die Flache hingleiten lassen. 

Die Figuren 29 a, b, c veranschaulichen die Flache von ver- 
schiedenen Seiten gesehen. Denken wir uns die Flache jetzt dem 
Curvensystem Fig. 27 entsprechend liegen, d. h. so dass die Sym- 
metrieachse senkrecht steht, so zeigt Fig. 29 a die Flache senk- 
recht von oben. Fig. 29 b senkrecht von unten. Fig. 29 c von der 
Seite, aber etwas schrag von oben gesehen. M ist das Maximum, 
Niy N^y N^ sind die Minima, S^, /S„ S^ die stationaren Punkte^). 

b. Beweis, dass die Flache die Charakteristik 

if = 1 hat. 

Wir wollen nun den Nachweis erbringen, dass unsere singu- 
laritatenfreie Flache wirklich durch einen nicht zerstiickenden 
Riickkehrschnitt in ein ebenes Blatt verwandelt wird. In Fig, 29 c 
ist ein Schnitt, langs dessen sich die Normale umkehrt, einge- 
zeichnet. Wir hatten nun zu zeigen, dass diese Curve von alien 
anderen Curven mit derselben Eigenschaft geschnitten wird. Das 



1) Die im yorigen Faragraphen dargeBtellte FlS,che geht aus dieser darch 
Yollkommen stetige Deformation hervor. 
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wiirde' jedoch bei so einfacher Wahl dier Sclimttotu*ve achwierig 
seiti* Wir wahlen deshalb die Schnittcurve wenig&r einfach, aber 
so, dass wir aus allgemeinen Satzen leicht folgem kStmen, dass 
dieser Schnitt der einzige ist. Wir wollen zu dem Zweck die 
Doppelciirve genauer betrachten. 

Fig. 30 stellt die Doppelourve unserer Plftche dar. Von den 
sich in der Doppelcurve dorchdringenden M&nteln sind nnr die 
cylinderformigen gezeichnet) die anderen fallen znsammen mit den 
Kordinatenebeneil. Wir wollen die gezdcbneten Cylinderstreifen 
mit A\ B'j C, die ebenen Blatter mit A", JB", C" bezeichnen. Dann 
sieht man all der Figdr, diass fiber den Kordinatendnfang 

Ebettfe ^'' in di^ Stteifen B' und C, 

-on Af O^ 

)> -^ 11 11 -^ 11 ^ 1 

11 11 -^ 11 •°- 

iibergeht. 

Errichten wir iti einem Punkt der D6ppelclii*Ve auf einem 
Mantel die Normale, sagen wir itn Pnnkte E der Curve A auf dem 
Streifen A\ und lassen wir die Normale die Doppelcurve durch- 
laufen, so dass wir von E aus zunSchst in die X-achse kommen, 
so durchlauft die Normale, wie man an der Figur verfolgt: 

die Curve ji _L A^ 

C ±^& 
B ±B^ 
A ^A'' 
C ±C' 
B J^JS^ \ zweiter Umlauf 

A ± A' 

Erst nach zwdmaligem Umlauf kekrt die Normale wieder 
J_ ^' uach E zuriick, aber in der der Ausgangsrichtung entgegen* 
gesetzten Sichtung. Unsere Doppelcurve ist also eine Doppelcurve 
der Art e (vergl. Cap. II, § 5). Wenn wir im Punkte E anfangen, 
den Cylinder langs der Doppelcurve au zerscdiheiden, so werden 
wir nachdem sich der Schnitt gedthlossen hitt, beide Mantel langs 
der Doppelcurve zerschnitten haben. 

Natiirlich muss eine singularitatenfreie Flaohe ungerader 
Charakteriatik itnmer mindestens eine Doppelourve vom Typus e 
enthalten, (wenn wit die Typen &, c, d duroh die in Cap. 11 § 5 
geschilderte Deformation beseitigt haben), Denn kommen bloa 
Ciyrven vom Typud a vor, so lasst sich durch IJmschaltung der 
Do^pelcUrven stets eine awei^eitige Flaohe gleicher Charakt^ 
ristik finden (Cap. 11. § 6)^ diese muss also gerade sein. 

4 



erster Umlauf 
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Duf chlaufen wir die Doppelcurve nun noch einmal von E aus- 
gehend, und denken wir uns dabei immer in einem bestimmten 
Mantel befindlich. Wir kommen dann von A' nach (7', durchlaufen 
(7 in (7' und kommen dann zum Kordinatenanfang zuriiek. Dort 
schneiden wir unsere fruhere Bahn in demselben Mantel. 
Zerschneiden wir den Mantel langs des durchlaufenen Weges, so 
wird durch den Schnitt langs C aus dem ebenen Blatt C" ein ein- 
fach zusammenhangendes Stuck herausgeschnitten, gerade das 
Stuck, das frliher den Deckel des Schlauches A' bildete. Zer- 
schneiden wir langs der ganzen Doppelcurve, so trennen wir gerade 
die drei Deckel aus der Flache aus. TJm dies Zerfallen zu ver- 
hliten, schalten wir aus unserem Wege die drei in die ebenen 
Blatter fallenden Stiicke aus, gehen also, wenn wir von E zum 
ersten Mai in den Kordinatenanfang kommen, sofort auf den 
Streifen jB' fiber u. s. w. Das andert an der Drehung der Nor- 
male nichts, da diese sich auf dem ebenen Blatt stets selbst paral- 
lel bleibt und dieser Weg nur dazu dient, die Fortschreitungs- 
richtung stetig zu andem. Lassen wir diese Teile des Weges 
fort, so erhalt unser Weg im Kordinatenanfang drei rechtwinklige 
Ecken. Wir durchlaufen jetzt: 

A in A\ 
Bin B\ 
Cm G. 

Langs dieses Weges kehrt sich die Normale um. Wir fassen 
ihn als B.uckkehrschnitt auf und behaupten: 

Nach Ausfiihrung dieses Schnittes enthalt die Flache keinen 
Riickkehrschnitt zweiter Art mehr. 

Ein Ruckkehrschnitt zweiter Art muss nach Cap. HE, § 1 
Doppelcurven eine ungerade Zahl von Malen uberschreiten. Nun 
ist die Doppelcurve auf den Cylinderstreifen unpassierbar, und die 
in den ebenen Blattern liegenden Doppelcurventeile konnen nur 
eine gerade Anzahl mal uberschritten werden, da sie die Flache 
zerstucken. Biickkehrschnitte zweiter Art sind also unmoglich. 

Dass unsere Flache keine Riickkehrschnitte der ersten Art 
enthalt, folgt nach der Zerschneidung direkt aus der Betrachtung 
der Flache, wie auch aus dem Folgenden. 

Nach Ausfiihrung eines Ruckkehrschnittes der zweiten Art 
soil unsere Flache aquivalent sein einem einfach berandeten ebenen 
Blatte. Wir wollen die zerschnittene Flache in ein solches defor- 
mieren. Eine Flache wird im Sinne der Analysis situs nicht ge- 
andert, wenn wir durch einen Querschnit, der Punkte desselben 
Randes verbindet, einfach zusammenhangende Stiicke von der 
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Plache trennen (Fig. 31, Schnitt a). Wir andem deshalb eine 
Flache auch niclit, wenn wir durch einen Querschnitt, der in dem- 
selben Eandpunkt anfangt und aufhort, einfach zusammenhangende 
Stiicke aus einer Flache ausschneiden (vergl. Fig. 31, Schnitt b). 
Wir diirfen deshalb die ;,DeckeP, die durch solche Schnitte von 
der Flache getrennt werden, aus der Flache fortnehmen, ohne 
ihren Charakter zu andem; wir vergrossem dadurch bios die 
Randcurven. Wie wir nun unsere Flache aus Fig. 28 a erhielten, 
so konnen wir sie jetzt in die dort dargestellte Flache zuriickver- 
wandeln; niir fehlen die Deckel, und die Flache ist langs der in 
den Achsen liegenden Cylinderkanten aufgeschnitten. Infolgedessen 
konnen wir nun die Flache in ein ebenes Blatt von der in Fig. 32 
dargestellten Form verbiegen. An der geschlossenen Flache waren 
die Sandstucke, die gleiche Buchstaben tragen, in der durch die 
Zahlen angedeuteten Weise aneinandergeheftet. Die punktierten 
Bandstucke waren, jedes in sich selbst, durch die Deckel ge- 
schlossen. Deformieren wir noch dies ebene Blatt in ein Kreis- 
blatt, in dem die punktierten Bandstucke als Querschnitte wie in 
Fig. 31b erscheinen, so erhalten wir das in Fig. 33 dargestellte 
Bild, in dem wir die Raume d, d\ d" wieder durch die Deckel 
schliessen konnen. Wir haben so in der That nach Ausfuhrung 
des einen Buckkehrschnittes unsere Flache in ein ebenes Blatt 
deformiert, dessen Band bei der Flache in sich selbst geschlossen 
war, und damit ist unabhangig von der Belation K = E—8 = 1 
gezeigt, dass unsere Flache in der That nur einen Biickkehrschnitt 
zweiter Art enthalt. 

Wir haben somit durch die Betrachtungen der letzten Para- 
graphen den Satz gewonnen: 

Alle inbezug auf die Charakteristik moglichen 
ein- und zweiseitigen Flachen haben singularitaten- 
freie Beprasentanten. 

Oder in anderem Gewande: 

Es giebt eine singularitatenfreie ganz im End- 
lichen gelegene geschlossene Flache, auf die sich 
die projektive Ebene umkehrbar eindeutig abbil* 
den lasst. 

Wie bildet sich nun die projektive Ebene auf unsere Flache 
ab? Da herrscht natiirlich grosse Willkiir. Am iibersichtlichsten 
gestaltet sich die Abbildung, wenn wir den in den Cylindermanteln 
liegenden Teil der Doppelcurve der unendlich femen Geraden zu- 
ordnen. Da ergiebt sich sofort: Jeder unpaare Curvenzug, der 
ja eine ungerade Anzahl mal durchs Unendliche geht, schneidet 



die DoppeiLcurve eine usgerade Z9J4 yon Ha^on and iat ddfihalt) 
ein Riickkeiliraolmitt zweiter Art. I>aa Sntapisechonde gilt von den 
paarexi CurvenzUgen. 

Bamit wollen wir xu^^r^ Bal^ra^^htong Ab^r die Coryatiira m^ 
tegra nnd die Topologie yon Flacp;^ ^cl^ictaeen. 

Icb erfojU^ iprnr epe ^P^icbt, W(^w ieh vwi SQhlusae Herrn 
Prof. H i 1 b e ^ t m^^ herz^cbe^ Bwk fiir die f'^rdenmg aus- 
3preche, die er nur stets bat zu teil warden laaaen; er bat vox 
^icbt nur die 4^egoji;ig zu dieter Arbeit ge^eben, sondero bat 
n4cb aucb bei ibrer Au8£yil;a*upg stete in ^^en3wilrdigBter Wei^e 
jcoit aeine]?9 Rate wterstutst. 
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